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1. cast

Uloha 1.1: Mame dva rovnoramenné podobné trojuholniky, ktoré sa prekryvaji ako na obrazku.
Aka je velkost uhla o7

4

Vysledok: 60

Riesenie: KedZe trojuholniky st rovnoramenné a podobné, uhly pri ich zékladniach budu rovnako
velké. Mozeme si ich teda oznacit napriklad 5. Jeden uhol oznaceny S bude mat velkost (180° —
40°)/2 = 70°. Uhol oznaceny ~ bude mat velkost 180° —130° = 50°, kedZe je to susedny uhol s uhlom
velkym 130°. Potom uhol oznac¢eny « bude mat velkost 180° — 70° — 50° = 60°.

Uloha 1.2: Mirka napisala minuly tyzdeii 8tyri testy. Priemerny poc¢et bodov, ktory dostala z prvého,
druhého a tretieho testu, bol 65. Jej priemerny pocet bodov z druhého, tretieho a stvrtého testu bol
80. Na stvrtom teste dostala dvakrat viac bodov ako na prvom teste. Kolko bodov ziskala Mirka na
prvom teste?

Vysledok: 45

Riesenie: Pomenujme si poc¢ty bodov za testy postupne a, b, ¢ a d. ZapiSme si priemery zo zadania
a zbavme sa zlomkov.

a+b+c
T 65
3
a+b+c=195 (1)
b
btetd o
3
b+c+d=240 (2)

Teraz odcitame (1) od (2), aby sme sa zbavili prebytoénych ¢lenov b a ¢, ¢im dostavame rovnost
d — a = 45. Zo zadania vieme, ze Mirka dostala na Stvrtom teste dvakrat viac bodov ako na prvom,
teda Zze d = 2a. Po dosadeni do rovnice dostavame a = 45.



Uloha 1.3: Aké existuje najmengie &islo, ktorého suéin cifier je 21607

Vysledok: 5689

RieSenie: Pozrime sa na prvociselny rozklad ¢isla 2160. 2160 = 2% - 33 . 5. KedZe hladame najmensie
mozné také Cislo, tak skisme v kazdej cifre zahrnut ¢o najviac prvocisel z rozkladu ¢isla 2160. Mézeme
si vSimnut, Ze prvodcislo 5 nevieme skombinovat so ziadnym inym z rozkladu, pretoze vysledny sacin
by bol vacsi ako 9, a teda by nemohol byt cifrou. Prvocisla 3 z rozkladu méZzeme skombinovat bud
ako 3-3 =9, alebo s prvocislom 2 ako 2 -3 = 6. Ak by sme takto vytvorili tri cifry 6, v rozklade by
ostalo eSte navysSe jedno prvocislo 2, ktoré by sme nevedeli s ni¢im skombinovat. Hladané ¢islo by tak
muselo byt pétciferné (2, 5, 6, 6, 6). Ak by sme v8ak trojky spojili do cifier 9 a 6, tak by nam ostali
uz len tri prvoéisla 2, ktoré mozme spojit do cifry 8. Hladané ¢islo by tak bolo uz len Stvorciferné
(5, 6, 8, 9). Iny spdsob ako skombinovat prvocisla 3 nie je, preto bude toto najlepsia moznost. Teraz
uz len ostava cifry zoradit tak, aby vyslo najmensie ¢islo.

Uloha 1.4: Stcet kladného celého ¢isla n a jeho cifier je 204. Uréte vietky mozné hodnoty n.
Vysledok: 192 a 201

RieSenie: VSimnime si najskor, Ze nase ¢islo ma zrejme prave 3 cifry. Ak by malo cifier viac, bola
by uz samotna hodnota ¢isla n vicsia ako 204. Naopak, ak by malo cifier menej, platilo by, Ze sicet
¢isla n a jeho cifier je najviac 99 + 9 + 9 = 117 < 204, ¢o odporuje zadaniu tlohy.

Oznaéme si teraz nase trojciferné &islo n ako abe. O fiom vieme zo zadania povedat, ze 100a 4+ 10b +
c+a—+b+c=204, ateda 101la + 116+ 2¢ = 204. Podme si teraz rozobrat jednotlivé pripady podla
toho, aka cifra sa nachddza na mieste stoviek.

e a>3
Ak je cifra na mieste stoviek > 3, potom 101a > 303. Z toho ndm vyplyva, Ze tato cifra moze
byt rovné iba 1 alebo 2.

o =2

Ak je cifra na mieste stoviek 2, potom 202 + 116 + 2¢ = 204, teda 11b 4+ 2¢ = 2. Na to, aby
116 + 2¢ = 2, musi byt nutne b =0 a ¢ = 1.

Cize ak a = 2, dostaneme len jeden spravny vysledok, a to n = 201

e g—=1

Ak je cifra na mieste stoviek 1, potom 101 + 116+ 2¢ = 204, teda 11b + 2¢ = 103. Samozrejme
¢ <9 a odtial 2¢ < 18. Dosadenim do 11b + 2¢ = 103 dostaneme 11b > 85, z ¢oho vyplyva, Ze
b je bud 8, alebo 9.

o b=28
V tomto pripade 88 + 2¢ = 103, 2¢ = 15. Tato moznost vSak nevyhovuje, lebo cifra na
mieste jednotiek by nebola celoc¢iselna.

o b=9
V tomto pripade 99 4 2¢ = 103, 2c =4, ¢ = 2.

Cize ak a = 1, potom méame len jeden spravny vysledok, a to n = 192.

Jediné dve hodnoty n, ktoré vyhovuju zadaniu, st 192 a 201.



Uloha 1.5: Hodnota smaragdu vaziaceho S gramov je 1000S2. Ametyst vaziaci A gramov mé hod-
notu 30A. Dvaja dedi¢i zdedili pozostalost tvorent smaragdmi a ametystami v celkovej hodnote
troch miliénov. Rozdelili si ju tak, ze kazdy drahokam rozpilili napoly a zobrali si po polovici. Kaz-
dému dedic¢ovi sa tak usli drahokamy v hodnote osemstotisic. Ak hodnotu mali vSetky ametysty
v pozostalosti?

Vysledok: 200 000

RieSenie: Zo zadania vieme, Ze celé dedi¢stvo ma hodnotu 3 - 10%, ¢o si vyjadrime takto:

1000S? + 304 = 3 - 10°

Zaroven si vyjadrime aj hodnotu dedic¢stva jedného z dedicov:

S\ 2 A
1000 | = 30— =8-10°
52 A
1000=— 4+ 30= =8 -10°

4 + 2

25052 + 154 = 8 - 10°

Z tejto rovnice si vyjadrime hmotnost smaragdov S, totiz S?:

8-10° — 154)
250

52:(

A dosadime do povodnej rovnice (celkovej hodnoty):

1000(8 - 10° — 15A)
304 = 3-10°
250 +

4(8-10° — 15A4) + 30A = 3 - 10°
3,2-10° — 604 + 304 =3 - 10°
304 =2-10°

Hodnota ametystov v celom dedic¢stve je 200 000.

Uloha 1.6: Na kruznici s polomerom 7 zvolme nezavisle dva body. Z kazdého bodu zostrojme tetivu
dlzky r v smere hodinovych ruciciek. Aka je pravdepodobnost, Ze sa tieto dve tetivy pretna?

Vysledok: 3

Riesenie: Najprv si ukdzme, ze ak do kruznice s polomerom r vpiSeme pravidelny Sestuholnik, bude
mat stranu dlzky 7. Spojme stred kruznice s vrcholmi Sestuholnika. Kedze vrcholy sa nachadzaju na
kruznici, kazda z tychto tsediek ma dlzku polomeru r, a zaroven kazdy zo vzniknutych trojuholnikov
je rovnoramenny. Pretoze je Sestuholnik pravidelny, tak tieto usecky zvieraju rovnaky uhol. Ten
mozeme vyjadrit ako 360° /6 = 60°. Trojuholniky st rovnoramenné, nuz vieme dopocitat aj uhly pri
stranéach Sestuholnika. (180° —60°)/2 = 60°. Trojuholniky st teda rovnostranné a strana Sestuholnika
mé dlzku 7.

Xo

X3



Vratme sa spéit k tulohe. Zafixujme si polohu prvého bodu (pomenujme ho A) a pozrime sa, na akej
¢asti kruznice sa moze nachadzat druhy bod, aby sa tetivy pretli. Vpisme do kruznice pravidelny
Sestuholnik ABCDEF so stranou dizky r tak, aby jednym z jeho vrcholov bol prave bod A. Tetiva
vedica z bodu A je strana AF'. VSimnime si, Ze tetivy sa pretni, iba ak sa druhy bod bude nachadzat
na kruznicovom obliku BF' obsahujicom bod A (na obrazku vidime priklad takej tetivy X;X5).
Mnozina tychto bodov pokryva tretinu obvodu kruznice.

Uloha 1.7: Figtrka sa moze po mriezke pohybovat hore, doprava a dole. Aspoii raz za kazdé dva
tahy sa ale pohne doprava. Kolko existuje réznych ciest dlzky 16 z bodu [0,0] do [10,0]?

Vysledok: (1)) (5) = 46220 = 9240

RieSenie: Aby sme sa dostali z [0, 0] do [10, 0], musime pouzit prave 10 pohybov doprava. Zostava 6
vertikalnych pohybov, t. j. hore alebo dole. NavySe pocet pohybov hore musi byt rovnaky ako pocet
pohybov dole, kedZe za¢iname aj kon¢ime na rovnakej druhej suradnici.

Najprv zistime, kolkymi sposobmi vieme usporiadat vertikdlne pohyby. Medzi kazdé dva pohyby
doprava mézeme umiestnit najviac jeden pohyb vertikalne, pohyb méZeme umiestnit aj na zaciatok
alebo koniec. Ak mame 10 pohybov doprava, tak mame 11 miest na umiestnenie vertikalneho pohybu.

Vyberame teda 6 miest z 11, ¢o nam dava (161) = 462 moznosti.

Pre kazdu z tychto moznosti eSte musime rozhodnut, ktory vertikalny pohyb bude hore, a ktory dole.
Jedina podmienka je, ze pohybov hore bude rovnako ako dole, ¢ize budu 3. Volime tak zo 6 miest 3,

kde sa pohneme hore, ¢o dava (g) = 20 moznosti.

Dokopy mame (') (5) =462 - 20 = 9240 ciest.

Uloha 1.8: Nech z je periodické ¢islo s jednocifernou alebo dvojcifernou periédou, pricom 0 < z < 1.
Vyjadrime si x v tvare zlomku v zdkladnom tvare ako a/b. Kolko roznych hodnét moze dosahovat
prirodzené ¢islo b7

Vysledok: 5

RieSenie: Zapisme si z po cifrach ako 0,@,_kde ¢ a d su cifry a nad¢iarknutie oznacuje periédu, nie
iba zapis po cisliciach. Potom 100 - x = cd,cd, a teda 99 - x = 100 - x — & = cd, ¢im nemyslime stcin
c-d, ale ¢islo 10 - ¢ + d, nazvime ho k.

Dosadenim zakladného tvaru dostavame rovnost 99 - a/b = k, ¢ize 99 -a = b - k. Odtial b | 99 - a
a nasledne b | 99, pretoze a a b tvoriace zakladny tvar st nestudelitelné. Cislo 99 mé4 gest kladnych
delitelov (1, 3, 9, 11, 33 a 99), z nich pre b = 1 neexistuje vhodny ¢itatel a (aby 0 < a/b < 1) a pre
ostatné existuje.

Uloha 1.9: Dva rozne pravidelné stvorsteny maja vrcholy vo vrcholoch jednotkovej kocky. Aky je
objem prieniku danych Stvorstenov?

Vysledok: 1/6

RieSenie: KedZe maju Stvorsteny vrcholy vo vrcholoch kocky a st pravidelné, musi mat hrana Stvor-
stena taku dlzku, akt maji medzi sebou vzdialenost niektoré z vrcholov kocky. Takéto vzdialenosti st
len tri rozne — bud maju vrcholy medzi sebou vzdialenost rovnu dizke hrany kocky, alebo uhlopriecky
steny kocky, alebo telesovej uhlopriecky kocky.

Pravidelny Stvorsten s hranou rovnou hrane kocky uréite neexistuje (odévodnit to vieme napriklad
tym, Ze stena pravidelného Stvorstena je rovnostranny trojuholnik a hrany kocky vzdy zvieraju
pravy uhol). Zaroven telesové uhlopriecky méa kocka prave Styri, ¢o nie je dostatoény pocet hran
na Stvorsten. Preto musia mat Stvorsteny v tejto tlohe nutne hranu rovnu uhlopriecke steny kocky.
Takéto Stvorsteny existuju prave dva (ACFH a BDEG).



Vsimnime si, ze v kazdej stene je polozena prave jedna hrana kazdého zo Stvorstenov a hrany leziace
v tej istej stene sa vzdy pretinaju v strede steny (ide o prieseénik uhlopriecok stvorca). To st jediné
body stien kocky, ktoré lezia v prieniku dvoch Stvorstenov. Tieto stredy urc¢uji hrany tvoriace teleso,
ktoré dostavame prienikom Stvorstenov.

To, aké teleso vznikne, si vieme predstavit aj postupnym rezanim kocky. Kocku mézeme rezat po
,stenach® Stvorstenov — jednym takym rezom dostaneme dve casti kocky, v jednej z tychto casti
sa ur¢ite nebude nachadzat ziaden bod toho Stvorstenu, pozdlz ktorého steny sme rezali, tato cast
odstranime. Ked tento postup aplikujeme na vSetkych osem stien Stvorstenov, zvysi nam teleso, ktoré
je urcite sucastou oboch Stvorstenov, teda pozadovany prienik.

Vzniknuté teleso je pravidelnym osemstenom, ktory si vieme rozdelit horizontalne na dva Stvorboké
ihlany. Podstava takého ihlana ma presne poloviény obsah oproti stene kocky (lebo je to Stvorec,
ktorého vrcholy lezia v stredoch stien kocky — na obrazku je znézorneny horizontalny rez kocky
v polovici jej vysky).

Vyska takého ihlanu je rovné polovici vysky kocky. Vypocétom objemu ihlanu dostdvame, Ze objem
telesa tvoreného prienikom dvoch Stvorstenov je

1 1 11
2'(§'Spodstava'v):2'(§'_'_>:



Uloha 1.10: Martinova zasuvka obsahuje iba ¢erne a biele ponozky, spolu menej ako 50 ponoziek.
Ak vytiahne dve ponozky ndhodne, pravdepodobnost, Ze dostane par rovnakej farby, je 0,5. Aky je
najvacsi pocet ¢iernych ponoziek, ktoré méze mat v zasuvke?

Vysledok: 28

RieSenie: Ked Martin vytiahne dve ponozky, tak mozu nastat dve situacie: bud dostane par rovnake;j
farby, alebo bude jedna ponozka biela a druhé Cierna. Zo zadania pravdepodobnost, Ze dostane par
rovnakej farby, je 0,5, preto aj pravdepodobnost doplnku, Ze dostane dve rézne ponozky, je 0,5. Takze
si mozeme tieto dve pravdepodobnosti vyjadrit a dat ich do rovnosti.

Oznac¢me si pocet bielych ponoziek ako b a pocet Ciernych ponoziek ako c¢. Potom pravdepodobnost,
ze Martin vytiahne dve biele ponozky, vypocitame ako pravdepodobnost, Ze prva ponozka je biela,
vynasobentu s pravdepodobnostou, ze druha ponozka je biela:

b b—1
b+c b+c—1

Analogicky pravdepodobnost vytiahnutia dvoch ¢ernych ponoziek je

c c—1
b+c b+c—1

Vysledné pravdepodobnost vytiahnutia dvoch ponoziek rovnakej farby je sucet tychto dvoch prav-
depodobnosti. Pravdepodobnost, Ze si vytiahne dve rézne ponozky sa vypocita ako stcet pravdepo-
dobnosti, ze si ako prva vytiahne bielu a ako druha ¢iernu ponozku, s pravdepodobnostou, ze si ako
prva vytiahne ¢iernu a ako druhi bielu ponozku:

b c n c b
b+c b+c—1 b+c b+c—1

Teraz si tieto pravdepodobnosti dame do rovnosti a upravujeme:

b b—1 n c c—1 b c n c b
b+c¢ b+c—1 b+ec b+c—1 b+c b+c—1 b4+c b+ec—1
b-(b—1)+c-(c—1) 2bc

(b+c)-(b+c—1) (b+c)-(b+c—1)
b-(b—1)+c-(c—1)=2bc
bV —b+c®—c—2bc=0
b—c) —=b—c=0
(b—c)=b+c

Zo zadania vieme, ze dokopy je v zasuvke menej ako 50 ponoziek, teda b+ c je maximéalne 49. Zaroven
49 je druha mocnina. Ak b+ ¢ = 49, tak |b — ¢| = 7. Z toho vieme dopocitat, ze b je 21 alebo 28. Ak
by bol celkovy pocet ponoziek mensie ¢islo, tak aj maximalny pocet ¢iernych ponoziek by bol mensi,
teda ziadna z d'al$ich moZznosti — druhych mocnin mensich ako 49 — nam nedé vACGSi pocet Ciernych
ponoziek ako 28.

Najvacsi pocet ¢iernych ponoziek je 28.



Uloha 1.11: Dany je rovnobeznik LEFT s obsahom 100. Na tsecke LT lezi bod N taky, Ze
|LN| : |[NT| = 3 : 2. Na usecke LF lezi bod O taky, ze |LO| : |OF| = 2 : 3. Priamka NO pre-
tina tsecku E'F' v bode G. Aky je obsah stvoruholnika LEGO?

Vysledok: 23

RiesSenie:

L E

Kedze LEFT je rovnobeznik, jeho uhlopriecka LF' ho rozdeluje na dva zhodné trojuholniky. Kedze
LEFT méa obsah 100, LFT bude mat obsah polovi¢ny, ¢ize 50.

Vypocitajme obsah LON. Uvazujme LF ako zékladiiu LFT a LO ako zakladiiu LON. Potom velkost
zékladne LO je rovna 2/5 zékladne |LF| a vdaka pomeru LN a LT je vyska LON rovna 3/5 vysky
LFT. Obsah trojuholnika LNO obdrzime ako 50 - 2/5-3/5 = 12.

Uhly LON a FOG st vrcholové. Zaroven uhly OLN a OFG su striedavé z rovnobeznosti LE a F'T.
Trojuholniky LON a FOG su teda podobné podla vety usu. Pomer podobnosti vieme zo zadania,
je to pomer |LO| : |OF| =2:3.

Teraz moézeme vypocitat obsah trojuholnika FOG. Jeho vyska a zakladna su 3/2 vysky a zakladne
trojuholnika LON. Jeho obsah teda bude (3/2)? = 9/4 obsahu LON, ¢ize 12 -9/4 = 27.

Trojuholnik LEF ma obsah 50 (rovnako ako LF'T) a sklad4 sa z trojuholnika FFOG a Stvoruholnika
LEGO. Trojuholnik FFOG mé obsah 27, takze stvoruholnik LEGO méa obsah 50 — 27 = 23.

Uloha 1.12: Vyberieme nahodne péar realnych é&isel (a,b), ktoré spliiaji a® + b> < 1/4. Aké je
pravdepodobnost, Ze krivky dané rovnicami y = azx? + 2bx — a, y = 2* sa pretinaju?
Vysledok: 2r3V3

RieSenie: Dve krivky sa pretinaju prave vtedy, ked existuje bod, ktory im obom patri. Bod patri
krivke vtedy, ked jeho sturadnice spliiaju rovnicu, ktoréd ju definuje. Krivky zo zadania sa teda preti-
naju prave vtedy, ked existuju saradnice [z, y], ktoré spliiaji obe zadané rovnice, to jest tuto sustavu:

y = ar® +2br —a

y = a?
Odc¢itame druhti rovnicu od prvej:

0=(a—1)2*+2bx —a



Kvadraticka rovnica ma rieSenie prave vtedy, ked jej diskriminant je nezaporny:
40* + 4a(a — 1) >0
P+a?—a>0

Dalej najdime mnozinu dvojic realnych &isel (a, b), splhajicich podmienku a? 4+ b> < 1/4. Obe strany
nerovnosti st kladné, teda ich m6zeme odmocnit a dostaneme ekvivalentntt podmienku:

Va2 + 12 < 1/2

Zavedme systém suradnic s osami a, b. Z Pytagorovej vety vyplyva, Ze v hom hodnota va? + b2
vyjadruje vzdialenost bodu [a,b] od bodu [0,0]. Tato vzdialenost je zhora ohrani¢ené ¢islom 1/2.
Vsetky hladané body teda lezia v kruhu so stredom v bode [0, 0] a polomerom 1/2.

Z nich vyhovujice body musia spliiat aj podmienku b? + a®> — a > 0, ktora vieme dalej upravit:
bV +a>—a+1/4>1/4
b2+ (a—1/2)2>1/4
Vb4 (a—1/2)2>1/2

Lava strana vyjadruje vzdialenost bodu [a, b] od bodu [1/2,0]. KedZe musi byt aspoii 1/2, tak vSetky
vyhovujice body lezia mimo vnutra kruhu so stredom [1/2,0] a polomerom 1/2.

|
N
|

Hladanu pravdepodobnost geometricky vyjadruje pomer obsahu vyhovujticej, zafarbenej oblasti k ob-
sahu celého uvazovaného kruhu.

Pomenujme stredy kruhov S; a S5 ako na druhom obrazku. Priese¢niky kruznic pomenujme A a B.
Obsah kruhu so stredom S je rovny m(1/2)? = 7/4. Obsah jeho zafarbenej ¢asti vyratame odratanim
obsahu nezafarbenej ¢asti od celého obsahu.



Plati |AS,| = |ASy| = [S15:] = |BSi| = |BSs| = 1/2, kedze vSetky spomenuté tusecky si polo-
mermi kruhov. Z toho vyplyva, Ze trojuholniky S;S5A a S;5.B st rovnostranné so stranou dizky
1/2. Z (v/3/2) - (1/2) = v/3/4. Jeho obsah je potom 1/3/16, a teda obsah oboch rovnostrannych
trojuholnikov dokopy je v/3/8.

V nezafarbenej oblasti st okrem dvoch trojuholnikov aj styri zhodné kruhové odseky. Zistime obsah
jedného z nich, napriklad toho uréeného priamkou ASs. Vieme, Ze obsah kruhového vyseku AS;S;
je rovny

60° 7 s

3600 4 24’

kedze velkost uhla AS; S, je 60° a obsah celého kruhu je /4. Ked od obsahu tohto vyseku odratame
obsah trojuholnika S;55A, dostaneme hladany obsah kruhového odseku, ktory je teda rovny

T \/5_27r—3\/§

24 16 48
Obsah vsetkych styroch odsekov dokopy je preto

o — 33
12 ’

Obsah celej nezafarbenej oblasti tak vyjadruje sucet

\/§+27T—3\/§_47r—3\/§

8 12 24

Odcitanim od obsahu celého kruhu dostavame obsah zafarbenej oblasti rovny

7r_47r—3\/§_27r+3\/§

4 24 24

Finalna pravdepodobnost je pomerom tohto obsahu k obsahu celého kruhu:

%g _27r+3\/§

s
7l o



2. cast

Uloha 2.1: Vaza plna vody vazi 7 kilogramov. Ked z vazy vylejeme 3/5 vody, vazi uz len 3 kilogramy.
Kolko kilogramov véazi prazdna vaza?

Vysledok: 1/3

RieSenie: Podla zadania si zostavime sustavu dvoch rovnic, kde a oznacuje hmotnost vazy a b
hmotnost vody:

a+b="7 (Véaza plna vody.)
a+2b/5=3 (Véaza bez 3/5 vody.)

Ked druha rovnicu vynasobime —1 a rovnice s¢itame, dostaneme 3b/5 = 4. Ked tato rovnicu po-
tom vynésobime 5 a vydelime 3, dostaneme b = 20/3. Tuto hodnotu b dosadime do prvej rovnice:
a + 20/3=17,a=21/3—20/3. Po vy¢isleni dostaneme, ze prazdna vaza vazi 1/3 kilogramu.

Uloha 2.2: Najdite vsetky prvocisla, ktorych dvadsatnasobok je druhou mocninou celého ésla.
Vysledok: 5

Riesenie: Vieme, Ze v prvociselnom rozklade druhej mocniny musia byt vSetky prvocisla umocnené
na parne exponenty. Ked sa pozrieme na prvociselny rozklad 20, 2-2-5 = 20. Vidime, Ze 2 je v fiom
umocnenéd na parny exponent, ale 5 nie. Z toho vyplyva, ze aby sucin 20 a prvocisla bol druhou
mocninou celého ¢isla, musi toto prvocislo v svojom prvociselnom rozklade obsahovat neparny pocet
5. Z prvocisel je takymto ¢islom len 5, a teda to je aj jedinym riesenim tlohy.

Uloha 2.3: Vypoditajte aritmeticky priemer &sel 9, 99, 999, ..., 999 999 999.
Vysledok: 123 456 789

RiesSenie: Ked chceme vypocitat aritmeticky priemer deviatich ¢isel 9, 99, 999, ..., 999 999 999,
tak chceme urcit hodnotu vyrazu:

9499 4999 + - - - + 999999999
9 .

Kazdé cislo v ¢itateli si vieme vyjadrit ako sucin ¢isla 9 a ¢isla tvoreného niekolkymi jednotkami
(napriklad 999 ako 9 - 111). Potom mézeme pdvodny vyraz upravit na:

9-1+9-11+---+9-111111111 _ 9(1 + 114 --- + 111111111)
9 N 9

Teraz si uz iba staci uvedomit, ze 1 + 11 +--- + 111111111 = 1234567809.

=1+11+---+111111111.



Uloha 2.4: V obdlzniku ABC'D ma strana AD dlzku 1, bod P le7i na strane AB a tsecky DB a
DP delia uhol ADC na tretiny. Aky je obsah trojuholnika BD P?

Vysledok: 1/ V3

Riesenie: Nech uhly ADP, PDB a BDC maja velkost a. Trojuholniky BC'D a PAD st zjavne
podobné (podla vety uu). Uhly BDC' a DBA su striedavé, takze aj uhol DBA bude mat velkost
a. Vyska rovnoramenného trojuholnika BDP z bodu P na stranu BD ho rozdeli na dva zhodné
trojuholniky. Patu tejto vysky pomenujme X. Trojuholniky PX D a PAD su zhodné, pretoze maju
dva uhly rovnakych velkosti a spolo¢nu stranu PD. Potom aj trojuholnik PX B je s nimi zhodny.
Usetky BX aj XD teda buda mat dlzku 1, takze uhlopriecka BD méa dlzku 2. Potom strana AB ma
dlzku v/22 — 12 = /3. Obsah obdlznika ABCD je v/3-1 = v/3, obsah trojuholnika ABD je polovica,
to jest v/3/2. KedZze trojuholnik ABD je zlozeny z troch zhodnych trojuholnikov, BDP bude tvorit
2/3 trojuholnika ABD, ¢ize jeho obsah bude v/3/2-2/3 = v/3/3 = 1//3.

D C
o L]
CYa !
X
1 1
1
—1 (0%
A P B

Uloha 2.5: V Niznej Kreslenej zije taky pocet obyvatelov, Ze jeho tretina je druhou mocninou
nejakého prirodzeného ¢isla a jeho polovica tretou mocninou iného prirodzeného ¢isla. Zaroven je
pocet Niznokreslen¢anov najmensie také kladné celé ¢islo. Kolko obyvatelov méa obec Nizna Kreslena?

Vysledok: 432

Riesenie: Oznacme si pocet obyvatelov Niznej Kreslenej ako n. balej si ozna¢me pocty vyskytov
prvocisel 2 a 3 v prvociselnom rozklade ¢isla n ako ps a ps.

Exponenty prvocisel 2 a 3 v rozklade ¢isla n/3 st py a (ps — 1). Kedze je ¢islo n/3 druhou mocni-
nou prirodzeného ¢isla, oba musia byt nasobkom dvojky. Preto ps je parne a ps neparne. Podobne
exponenty prvocisel 2 a 3 v rozklade ¢isla n/2 st (p; — 1) a p3. KedZe je ¢islo n/2 trefou mocninou
prirodzeného ¢isla, oba musia byt nasobkom trojky. Preto p, dava zvysok 1 po deleni tromi a p3 je
delitelné tromi.

Cislo ps je parne so zvyskom 1 po deleni tromi. Najmensie prirodzené ¢islo s tymito vlastnostami je 4,
teda py > 4. Cislo p3 je neparne a delitelné tromi. NajmensSie prirodzené ¢islo s tymito vlastnostami
je 3, teda p3 > 3. Takze n > 2* - 33. Cislo 2% - 3% zarovei splita podmienku zo zadania:

24. 33
3
24.33
2

=232 =(2%.3)?

=2%.3"=(2.3)



Uloha 2.6: Mravec si chce popozerat celi hraciu kocku. Svoju put zacina vo vrchole a pocas pute
chce navstivit kazdy vrchol a stred kazdej zo stien. Akt najmensiu vzdialenost musi prejst, ak ma
kocka dlzku hrany 2 cm?

Vysledok: (2 +12-+/2) cm

RiesSenie: Najkratsia usecka, ktora spaja dva body z tych, ktoré chce mravec navstivit, je tsecka,
ktora spaja vrchol kocky a stred steny, ktorej tento vrchol patri. Pomocou Pytagorovej vety vieme
dorataft, Ze takato tsecka meria v/2 cm (ide o polovicu z uhlopriecky dlhej v/22 + 22 = /8 = 21/2).

Dokopy chceme spojit 8 vrcholov a 6 stredov stien. Ak za¢neme vo vrchole, vieme vytvorit nepre-
rusovani cestu, na ktorej sa postupne striedaju vrcholy a hrany. Takato cesta ma dizku 12 - v/2 a
spoji 7 vrcholov a 6 stredov stien. Z toho vyplyva, Ze sme skoncili vo vrchole a ostal ndm eSte jeden
vrchol. Tieto dva vrcholy uz spojime jednoducho hranou kocky. Takymto spdésobom mravec prejde
2 412 - /2 cm. Nakoniec overime, Ze takito cestu vieme na kocke skonstruovat, napriklad pomocou
obrazka.

Uloha 2.7: Najdite pocet racionalnych ¢isel 7 takych, ze 0 < r < 1 a stdet itatela a menovatela
¢isla r v zédkladnom tvare je 1000.

Vysledok: 200

RieSenie: Zékladny tvar kazdého hladaného &isla r je zlomok m/n, kde m a n st nesudelitelné celé
¢isla, 0 <m < n am+n =1000. Kedze n = 1000 — m, podmienky nestudelitelnosti a usporiadania
st pre celé ¢islo m splnené prave vtedy, ked 0 < m < 1000 — m, to jest 0 < m < 500 a m je
nestdelitelné s 1000 — m, to jest m je nesudelitelné s 1000.

Zostava spocitat ¢isla mensie ako 500 nesudelitelné s 1000. Cislo je nesudelitelné s 1000 prave vtedy,
ked nie je delitelné ani jednym z jeho prvociselnych delitelov, to jest 2 ani 5. Kazdé druhé celé ¢islo
je nepéarne a Styri z kazdych piatich po sebe iducich celych ¢isel st nedelitelné piatimi, vo vysledku
dostaneme 500 - (1/2) - (4/5) = 200 ¢isel pod 500 nedelitelnych ani jednym. (O korektnosti tohto
nasobenia sa mozno presvedcit napriklad tym, ze z kazdych desiatich po sebe idicich prirodzenych
Cisel su Styri — tie so zvyskami 1, 3, 7, 9 po deleni desiatimi — nedelitelné dvomi ani piatimi.)

Poznédmka: Pri rieSeni tejto ulohy sme vyuzili vzorec, ktory plati vSseobecne. Ak prirodzené ¢islo n
mé vo svojom prvociselnom rozklade prave k roznych prvocisel, ktoré oznac¢ime p; az py, tak pocet
nezapornych celych ¢isel nepresahujicich n (kratsie povedané zvyskov po deleni n) nesudelitelnych

s je n.(l_%)(l—i)'“(l_pik)'



Uloha 2.8: Parabolicky kartar vie ¢itat karty, na ktorych su napisané realne &isla, a robit s nimi dve
operéacie. Ked mu dam jednu kartu s ¢islom A, vrati mi ju a vytla¢i nova kartu, na ktorej je ¢islo
A+ 1. Ked mu dam dve karty s ¢islami B a C' v tomto poradi, vrati mi ich a vytla¢i nové nanajvys
dve karty, na ktorych st realne korene polynému z? + Bx + C' (podla poc¢tu korefiov moze vytlacit
iba jednu alebo Ziadnu novt kartu). Mam iba jednu kartu, a to 361. Na kolko najmenej operacii viem
obdrzat kartu 197

Vysledok: 4

Riesenie: Vieme, Ze 361 = 192. Ak teda chceme dostat kartu s ¢islom 19, tak nam sta¢i dostat karty
také, aby sme mohli pouZit rovnicu 22+ Bx+C = 0 ako 22 — 361 = 0. Na to by sme potrebovali karty
s ¢islami 0 a —361. Kartu s ¢islom 0 vieme ziskat bud ako A + 1 pomocou karty s ¢islom —1, alebo
ako jeden z korefiov 22 + Bx + C = 0. Pozrime sa, aké karty by na to bolo treba. Ak si nulu dosadime
za x, dostavame 02 + B -0+ C = 0. Na to, aby sme dostali nulu ako koreni kvadratickej rovnice, sa
musi C' = 0, takze by sme uz kartu s ¢islom 0 potrebovali mat. Teda na ziskanie karty s ¢islom 0
musime nejako ziskat kartu s ¢islom —1 a zvacsit ju pomocou A + 1. Ostava nam ziskat karty —1
a —361. Mozeme pouzit 2> + Bz + C = 0, konkrétne (z + 361)(z + 1) = 0, ¢o je po roznésobeni
2?2 + 3627 + 361 = 0. KedZe s kartou 361 zaciname, kartu 362 vieme ziskat pomocou A + 1.

Na ziskanie ¢isla 19 teda stacia styri kroky:

1. 361 — 362

2. 362,361 — —361, —1
3. -1 — 0

4. 0, —-361 — —19,19

No existuje aj rieSenie na menej krokov? Ci stacia tri operacie na ziskanie karty 19, zistime tak, ze
preskiimame, aké vSetky karty vieme obdrzat za prvé dva tahy, a overime, ¢ sa tretim tahom da
dosiahnut 19.

Ak niekedy pouzijeme A + 1 na kartu s ¢islom 361, bez ujmy na vSeobecnosti to spravime v prvom
kroku, kedZe jedinu kartu potrebnii na tuto operaciu mame uZz na zaciatku. Po takomto kroku moézeme
v dalsom ziskat opit pomocou A+ 1 ziskat kartu s ¢islom 362+ 1 = 363 alebo pouzit 22+ Bx+C =0
na karty, ktoré uz mame. Tym sa daju ziskat tieto karty:

—B—+D -B++D

B C —
2 2

—19% —19v/357  —19? 4+ 19v/357
2 2

361 361 —

362 362 — —181 —+/32399  —181+ /32399

362 361 —» —192 -1
—19%2 — /128873 —192 + /128873
361 362 —» 5 5

Teraz chceme overit, ¢i vieme v tretom kroku ziskat kartu s ¢islom 19. Ak by sme chceli pouzit A+ 1,
potrebovali by sme na to kartu s éslom 19 — 1 = 18. S pomocou 22> — Bz + C' = 0 by sme chceli
dostat karty s ¢islami 19 a z, tak by sme na to potrebovali karty s ¢islami, ktoré by boli koeficientmi
polynému (x — 19)(z — z) = 2% — (19 + 2)z + 19z, &iZe karty s ¢islami —19 — 2z a 19z. To znamen4,
ze spolu s kartou s ¢islom K potrebujeme pouzit kartu s ¢islom —19(K + 19) alebo —K/19 — 19.
Dokopy v tretom kroku vieme ziskat ¢islo 19 prave vtedy, ked po druhom kroku méme kartu s ¢islom
18 alebo méme kartu s nejakym ¢islom K a zaroveii kartu —19(K + 19) alebo —K /19 — 19. Splhame
tuto podmienku?



K

K —19(K +19) TR
361 —19%-20 —38
723
362 —19-381 T
724
363 —19.382 T
—192 £ 19357 19217 F 19%V/357 —19 F /357
2 2 2

—180 F v32399

—181 £ /32399  19-162 F 1932399

19
—361 19% - 18 0
360
-1 ~19-1 =
)18 19
—192 4+ /128873 192 - 17 F 19/128873 19 - V128873
2 2 2 2-19

Uz sme vedeli, Ze nemame ¢islo 18. Zaroveil ani jedno ¢islo z druhého alebo treticho stlpca sa ne-
vyskytuje v prvom, teda neméame k dispozicii potrebné ¢islo tvaru —19(K + 19) alebo —K/19 — 19.
Kartu s ¢islom 19 v tretom kroku ziskat nevieme.

Ostava preskimat druhiit moznost — Ze neziskame kartu s ¢islom 362 operaciou pomocou A + 1.
V takom pripade v prvom tahu ziskavame nutne karty (—19%+ 19v/357 )/2. Zvysok vypoctu prebehne
rovnakou metodou, opét vypiSeme vSetky ¢isla, ktoré mozno ziskat v druhom kroku, a overime, ze
do 19 sa v tretom netrafime.

Uloha 2.9: Prehneme papier v tvare obdlznika, ktorého jedna strana je trikrat dlhsia ako druha
strana, tak, Ze jeden roh polozime na protilahly roh, ¢im nam vznikne péatuholnik. Aky je obsah
tohto patuholnika, ak obsah pévodného obdlznika je 17

Vysledok: 13/18

RieSenie: KedZe je jedna strana je trikrat dlhsia ako druhé, moZzeme si papier znazornit ako tri vedl'a
seba leziace $tvorce (postupne ich ozna¢me ABCD, BKNC a KLMN). Bez ujmy na vSeobecnosti
budeme pokladat vrchol A na vrchol M. Ohyb papiera znézornime priamkou, ktora je kolma na
usecku AM a prechadza jej stredom, jej priesec¢niky s tiseckami AL a M D ozna¢me postupne E a F.

Prieseénik AM a KN ozna¢me X . Usecka AM deli tisecku KN v pomere 2 : 1 (to vieme odévodnit
napriklad podobnostou trojuholnikov AKX a M N X podla uu — striedavé uhly pri vrcholoch M a
A, pravé uhly pri vrcholoch K a N a pomer stran dostavame z pomeru AK k M N).

Rotaciou stvorca BKNC' o 90° v smere hodinovych ruciciek okolo jeho stredu sa zobrazi bod X do
E (kedze AM a E'F zvieraju pravy uhol). Z toho vyplyva, ze E rozdeluje tse¢ku BK v pomere 2 : 1.



Po prehnuti si pre vypocet obsahu obrazok rozdelime na sivii a bielu ¢ast (ako na obrazku — moze
nam pomoct predstavit si, Ze spodné strana papiera je sivd a po prehnuti ju priamo vidime). Siva
Cast je zjavne polovica celého obsahu papiera, teda 1/2. Bielu ¢ast dopoé¢itame jednoducho ako obsah
trojuholnika — vieme, Ze bod E lezal v dvoch tretinach strany BK, celkovo teda lezal v piatich
deviitinach usecky AL. Z toho vyplyva, ze ak obdlznik ALM N mé& obsah 1, obdlznik so stranami
EL a LM bude mat obsah 4/9.

E K L

Trojuholnik ELM ma presne polovicu z tohto obdlznika, ¢o st 2/9. Ked k tomu pripo¢itame sivi
¢ast, dostavame dokopy

4 9 13

1
T TR T T ™

2
9

Uloha 2.10: Majme Sachovnicu 8 x 8 a na nej v lavom dolnom policku fignrku. Figtarka sa moze
pohybovat o jedno policko doprava alebo hore. Okrem toho sa moze najviac jedenkrat pohnut o jedno
policko dolava alebo dole. Kolkymi réznymi cestami vie skon¢it v pravom hornom policku?

Vysledok: 2-7- () + (%) = 163592

RieSenie: Rozdelme si vSetky cesty do troch skupin podla toho, ¢ obsahujia krok dolava, krok dole,
alebo ani jeden z nich.

Ak cesta neobsahuje ani jeden z nich, tak plati, Zze aby figurka skoncila v pravom hornom policku,
musi pocas svojej cesty spravit prave 7 krokov doprava a 7 krokov hore. Tieto kroky modze robit
v Tubovolnom poradi. Pocet ich zoradeni vyjadruje kombinacné ¢&islo (174 ) = 71,;47', = 3432 (kedze zo
14 krokov vyberame 7 krokov doprava alebo ekvivalentne 7 krokov hore).



Ak cesta obsahuje krok dolava, tak musi figurka spravit dokopy 8 krokov doprava, 1 krok dolava a 7
krokov hore. Uvazujme len vzajomné poradie krokov doprava a dolava. Krok dolava nemoze byt prvy
ani posledny, kedZe potom by figurka vysla von zo Sachovnice. Okrem toho moéze byt umiestneny
Tubovolne, teda existuje 7 roznych zoradeni. Kazdé z nich je dlhé 9 krokov a kroky kazdého z nich
vieme Tubovolne premieSat s krokmi smerom hore, aby sme dostali aplné cesty. Pocet moznosti,
kolkymi sa da urobit toto premieSanie, vyjadruje kombinacné ¢&islo (176 ) = ;T(;!! = 11440 (kedZe zo
16 krokov vyberame 7 krokov smerom hore). Tento pocet moznosti existuje pre kazdé zo siedmich

zoradeni, celkovo je teda 7 - 11440 = 80080 ciest.

Zo symetrie Sachovnice vyplyva, ze pocet ciest s krokom dole je rovnaky ako pocet ciest s krokom
dolava — tiez 80080.

Vsetkych ciest dokopy je 3432 + 80080 + 80080 = 163592.

Uloha 2.11: Kolko existuje Sestcifernych ¢isel takych, ze po odstraneni Tubovolnej cifry vznikne
patciferné ¢islo delitelné 77

Vysledok: 16

Riesenie: Majme Sestciferné ¢islo abede f, z ktorého ak odstranime aktkol'vek cifru, tak vysledné ¢islo
(napriklad abede) bude patciferné delitelné siedmimi. O takomto abcedef vieme urcite nasledovné:

e Prva cifra (a) musi byt nenulova.

e Druha cifra (b) musi byt nenulové, aby po pripadnom odstréaneni cifry a bolo ¢islo bede f pét-
ciferné.

Vezmime si nejakta dvojicu ¢isel, ktoré sme vytvorili odstranenim cifier z abede f, napriklad acdef a
bedef, a uvazujme, Ze obe tieto ¢isla budu delitelné siedmimi. Odéitajme teraz od vacsieho z nich to
mensie. Dostavame tak ¢islo |a — b[0000. Z vlastnosti modula vieme, Ze ak su ¢isla acdef aj bedef
delitelné siedmimi, aj ich rozdiel musi byt delitelny siedmimi, ¢ize |a — b| musi byt rovné 0 alebo
7. Rovnaka vlastnost musi platit pre v8etky dvojice ¢isel, teda ak odstranime Tubovolné dve &islice
z povodného ¢&isla abedef .

Pozrime sa na pripad, ze a — b = 7. Cislo abede f moze obsahovat nanajvys dve rozne cifry. To preto,
lebo ak by obsahovalo aj iné cifry, tak by neplatila vysSie spominané vlastnost pre vsetky dvojice
takych ¢isel.

Vezmime si dekadicky zapis patciferného ¢isla modulo 7.
10000a + 10006 4 100c¢ + 10d + e = 4a + 6b + 2c¢+ 3d + e (mod 7)

Ked7e ¢islo abedef moze obsahovat iba cifry s rovnakym zvyskom po deleni 7, tak si vieme tento
dekadicky zapis zjednodusit:

da +6b+2c+3d+e=4a+6a+2a+3a+a=16a =2a (mod7)

él’sla, ktoré vznikna odstranenim cifry z ¢isla abedef, budu deliteIné siedmimi prave vtedy, ked aj
2a, teda prave vtedy, ked ¢islo abedef bude obsahovat iba cifry 0 a 7.

Kolko takychto ¢isel abedef existuje? Prvé dve cifry musia byt nenulové, takZze na prvé dve miesta
pride cifra 7 (77cdef). Pre kazdi zo zvysnych cifier (cdef) mame prave dve moznosti, aki cifru
vieme pouzit (bud 0 alebo 7). Dokopy dostavame 2* = 16 roznych moznych ¢isel, ktoré vyhovuju
podmienkam.



1

Uloha 2.12: Postupnost (1,2, ...) je definovana nasledovne: 1 = 17, 9 = 93, z,10 = =, — e

pre vSetky n > 1. Najdite najmensiu hodnotu k, pre ktoru plati x; = 0.

Vysledok: 1583

Riesenie: Upravou predpisu zo zadania ziskame, Ze pre vSetky n > 1 plati x,, 19 Tpi1 = Ty - Tpi1 — 1.
Definujme postupnost (yi, 4o, . . . ) tak, ze pre vSetky n > 1 plati y,, = ,41-2,. Z toho potom vyplyva,
ze pre vSetky n > 1 vieme vztah x, 9 - 2,11 =, - vp1 — 1 prepisat na y,.1 =y, — 1.

Teraz sa pozrime na to, pre akil najmensiu hodnotu k plati y, = 0. Z definicie tejto postupnosti
y1 = To-x1 = 93-17 = 1581. KedZe pre n > 1 plati vztah y,, .1 = y, — 1, tak hladany ¢len je y1580 = 0
(y1 = 1581, yo = 1580, y3 = 1579, ..., y1581 = 1).

Prave sme dokézali, ze pre vSetky prirodzené ¢isla 1 < k < 1581 plati y # 0. Zo vztahu yp = xp1- Tk
priamo vyplyva, ze ak y, # 0, tak potom xy # 0 aj xp11 #0 .

Zéaroven sme ziskali, Ze y;580 = 0. To vieme rozpisat ako 0 = y1580 = T1583 - T1582. V predchédzajiucom
odseku sme vysvetlili, pre¢o x1530 # 0. Aby mohla platit rovnost 0 = 583 - T1582, tak potom nutne
T1583 = 0.

Kedze sme dokazali, ze pre 1 < k < 1582 plati xp # 0 a zaroven xi533 = 0, tak naSa hladané
najmensia hodnota je 1583.



3. dast

Uloha 3.1: Na obrazku st pravidelny osemuholnik a stvorec. Aka je velkost uhla o?

4o

Vysledok: 9°

RiesSenie: Ozna¢me si body A, B, C', K v obrazku nasledovne:

K C
225° a

Vieme, ze velkost vnitorného uhla v pravidelnom osemuholniku je 135°. Preto nekonvexny uhol
ZABC ma velkost 360° — 135° = 225°. Kedze K je vrchol $tvorca, bude |ZAKC| = 90°.

Sucet vnutornych uhlov v stvoruholniku ABC K musi byt 360°, preto si vieme vyjadrit alfu:
a+ 4o+ 225° 4+ 90° = 360°
bav = 45°

a=9°



Uloha 3.2: Michal ma v ¢ajniku liter ¢aju. éaj je hortuci, a tak sa z neho konstantnou rychlostou
vyparuje 1 deciliter za hodinu. Okrem toho kazdych 10 mintt Michal pride a pol decilitra ¢aju vypije.
Po kolkych minttach bude ¢ajnik prazdny?

Vysledok: 150

RieSenie: Pozrime sa, ¢o sa stane za 30 minut. KedZe sa ¢aj vyparuje konStantne, za tento ¢as sa
vypari pol decilitra a Michal vypije jeden a pol decilitra. Celkovo sa za 30 mintt mint 2 decilitre.
Potrebujeme, aby sa celkovo minul liter, to jest 10 decilitrov, ¢o je patkrat viac. Vyparovanie aj pitie
prebieha konStantne rychlo, takZze potrebujeme aj patkrat viac ¢asu, a teda cajnik sa vyprazdni za
5 - 30 = 150 mint.

Uloha 3.3: Stvorciferné ¢islo ABCD celodiselne vydelime trojcifernym ¢islom ABC. Ked séitame
celoCiselny podiel a zvysok po deleni, dostaneme druhti mocninu prirodzeného ¢isla. Aka je hodnota
cifry D?

Zapis ABC vyjadruje ¢islo s ciframi A, B, C' v tomto poradi.
Vysledok: 6

RieSenie: Ak by sme vynasobili ¢islo ABC desiatimi a pripoéitali D, dostali by sme ¢islo ABCD.
Delenie je opacné operacia k nasobeniu, a teda ak vydelime ¢islo ABCD ¢&slom ABC, tak dostaneme
Glastocny podiel 10 a zvySok D. ZvySok po deleni D musi byt od 0 do 9, kedZe D je jedna cifra, ¢iZze
v sucte s 10 to moze byt 10 az 19. Jedina druh& mocnina prirodzeného ¢isla v tomto intervale je 16,
a teda D musi byt 6.

Uloha 3.4: Kolko kladnych &tvorcifernych ¢isel méa sucin vietkych nenulovych cifier rovny 127
Vysledok: 93

Riesenie: Oznaéme hladané ¢islo abed. Cislo 12 si vieme zapisat ako 2-6, 3-4 ¢ 2-2- 3, kde, kedze
pocitame ciferné siuciny, mozeme k tymto ¢islam pridat jednotky a ciferny sacin sa nezmeni. Medzi
cifry ¢isla abed mozeme pridat aj nuly, kedZe podla zadania budeme nuly pri poéitani ciferného
sucinu ignorovat. Podme zistit, kolko roznych ¢isel abed existuje pre rozne moznosti rozkladu ésla
12.

1. Tri roézne nenulové cifry (1-1-2-6,1-1-3-4,1-2-2-3).

V tomto pripade mame tri rdézne nenulové cifry, teda jedna z nich sa opakuje dvakrat. Kedze
hladame Stvorciferné ¢isla obsahujuce Styri cifry, kazda prave raz, takych ¢isel vieme pre jednu
z moznosti najst 4!. Potrebujeme v8ak odstranit moznosti, kde vzniknu identické ¢isla (kedze
jedna z cifier sa v ¢isle opakuje). Potom ¢isel bude 4!/2 = 12, kedze v kazdom néjdenom ¢isle
by sme vedeli vzajomne vymenit dve opakujtce sa cifry. Spolu (pre vSetky tri moznosti) vieme
najst 36 vyhovujicich ¢isel.

2. Tri rozne cifry anula (1-2-6,1-3-4).
V tomto pripade mame Styri rozne cifry, tri nenulové a nulu. Opét vieme pre jednu z moznosti
najst 4! ¢isel, no musime odstranit tie, ktoré zac¢inaju nulou, kedZe nebudu Stvorciferné. Tych
bude 3!. Takto vieme najst 4! — 3! = 18 vyhovujucich &isel. Spolu (pre obe moznosti) ich vieme
najst 36.

3. Dve rozne nenulové cifry a nula (2-2 - 3).
Tento pripad je podobny druhému pripadu. Opat mame jednu nulu, teda musime odstranit

vSetky najdené c¢isla, ktoré nou zac¢inajiu. No mame aj opakujtce sa cifry. Musime teda odstranit
aj duplicitné ¢isla ako v prvom pripade. Spolu tak vieme najst (4! — 3!)/2 =9 ¢isel.



4. Dve rozne nenulové cifry a dve nuly (2-6, 3-4).

Tento pripad je podobny prvému pripadu, no s tym rozdielom, ze opakujica sa cifra je 0.
Z najdenych ¢isel teda budeme musiet odstranit najprv identické ¢isla ako v prvom pripade a
nasledne tie, ktoré sa zac¢inaji nulou ako v druhom pripade. Vieme najst 12 — 3! = 6 vyhovu-
jucich ¢isel, spolu (pre obidve moznosti) 12 ¢isel.

Existuje 36 + 36 + 9 + 12 = 93 vyhovujtcich Stvorcifernych cisel.

Uloha 3.5: Dané su tri kruhy &, [, m s polomerom 1 a stredmi K, L, M. Kruhy k a [ sa doty-
kaji v bode N a kruh m sa dotyka priamky KL v bode N. Vyfarbime kruhy k a [. Aky je obsah
nevyfarbenej casti kruhu m?

Vysledok: 2

RieSenie:

S

Nacrtnime si obrazok podla zadania a bez ujmy na vSeobecnosti si zvolime, Ze kruh m sa bude
dotykat tusecky KL zvrchu. Priese¢nik k a m rézny od N oznacime X a prieseénik [ a m rozny od
N oznac¢ime Y. Zo zadania ma kazdy z kruhov k, [, m polomer 1. Preto |KX| = |KN| = |LN| =
|LY| = |MX|=|MN|=|MY|=1. KL je doty¢nicou kruhu m, takze je kolmé na M N, kedze N je
dotykovy bod. Preto ZKNM a ZLNM su pravé uhly. Kedze |[KX| = |KN| = |MX|=|MN| =1
a |[ZKNM|=90°, KNMX je nutne $tvorec. Podobne pretoze |LN| = |LY| = |MY|=|MN|=1a
|ZLN M| =90°, je NLY M nutne §tvorec.

Obsah nevyfarbenej ¢asti kruhu m si rozdelime na 3 Casti a vypoc¢itame ho ako sucet S; + Sy + Ss:
Kedze [MX| = |MY| =1, XY je priemerom kruhu m a S; potom vieme vypocitat ako polovicu ob-
sahu kruhu m, teda S; = 7-r?/2 = 7-12/2 = 7/2. Obsah S, vypocitame, ked od obsahu jednotkového
stvorca K NM X odéitame tvrtinu obsahu kruhu k. Stvrtinu preto, lebo tento kruhovy vysek NK X
m4 stredovy uhol 90°, ¢o je $tvrtina z 360°. Dostavame Sy = 1-1—7-r?/4=1 — 7- 1?/4 = 1—7/4.
Hodnotu S3 vypocitame analogicky, ked od obsahu jednotkového $tvorca NLY M odé¢itame Stvrtinu
obsahu kruhu /. Dostavame Sy =1-1—7m-7r?/4d=1—-7-12/4=1—7/4,

Obsah nevyfarbenej ¢asti kruhu m je Sy + So + Ss =7/2+1—nw/4+1—7/4 = 2.



Uloha 3.6: Najdite najmensie kladné celé ¢islo n, ktoré sa rovna saéinu troch réznych prvoéisel,
také, ze aritmeticky priemer vSetkych kladnych delitelov n nie je celé ¢islo.

Vysledok: 130

RieSenie: Oznacme si tri rozne prvocisla, ktorych sicin je n, ako p, ¢ a r. Potom vSetky kladné
delitele ¢islansa 1, p,q, r,p-q, p-7r,q-rap-q-r.

Aritmeticky priemer tychto delitelov je (1+p+q+7r+p-q+p-r+q-r+p-q-r)/8. Tento aritmeticky
priemer nie je celé ¢islo, ¢o znamena, ze stucet tychto delitelov nie je nasobok 8.

Vsimnime si, Ze dany sacet sa da rozlozit na sucin troch ¢initelov:

l+p+q+r+p-q+p-r+q-r+p-qg-r=>0+p)-(1+q) - (1+7)

Tento sucin nie je nasobok 8, preto aspon jeden ¢initel musi byt neparny (ak by v8etky tri Cinitele
boli parne, tak vysledny sucin by bol nasobok 8). To znamend, Ze jedno z prvocisel musi byt 2,
jediné parne prvocislo. Zvysné dva ¢initele uz urcite budu parne. Preto ani jeden z nich nesmie byt
nasobkom 4 (inak by bol vysledny su¢in nasobkom 8) a zvy$né dve prvocisla musia mat zvySok 1
po deleni 4. Kedze hladdame najmensie kladné celé ¢islo n, tak zvolime dve najmenSie prvocisla so
zvySkom 1 po deleni 4, ¢o st 5 a 13.

Vysledné ¢islo n je 2-5- 13 = 130.

Uloha 3.7: V mriezke maju susedné mrezové body vzdialenost 1. Aky je obsah §tvorca ABC'D?

Vysledok: 9/10

Riesenie: Na zaciatok si do nasho obrazka zo zadania doplnime body P, @), R, S, T a tisecky medzi
nimi. Pozrime sa teraz na ich dlzky: |PQ| = |QR| = |RS| =1, a teda |PS| =3 a |PR| = 2.

P Q R S




Kedze uhol PST je pravy, v trojuholniku PST z Pytagorovej vety |PT| = +/|PS|>+ |ST|? =
V32 + 12 = /10.

Podla zadania ABC'D je Stvorec, Cize usecka PT je kolmé na QC' aj RB. Trojuholnik PDQ je potom
pravouhly s pravym uhlom pri vrchole D a trojuholnik PAR je pravouhly s pravym uhlom pri A.

Ked7ze st trojuholniky PDQ, PAR a PST pravouhlé a maju rovnako velky uhol pri vrchole P, tak
st aj podobné podla vety uu.

V trojuholnikoch PAR a PST z podobnosti vyplyva |PA[/|PS| = |PR|/|PT|, z toho vieme vyjadrit
dlzku PA ako |PA| = 3-2/4/10. Obdobne vieme vyjadrit dlzku PD z pomeru stran trojuholnikov
PDQ a PST ako |PD| = 3-1//10.

Stranu DA teraz vieme vyjadrit ako |DA| = |PA| — |PD| = 6//10 — 3/v/10 = 3/4/10 a obsah

stvorca ABCD ako )
3 9
S =|DAP = — ] =—.
anep = DA ( — 0) =

Uloha 3.8: Nech A, C su dva protilahlé vrcholy jednotkovej kocky a B, D su stredy protilahlych
hran neobsahujucich vrcholy A, C'. Aky je obsah stvoruholnika ABC D?

Vysledok: v/6 /2

RieSenie: Vietky strany stvoruholnika ABC D maju rovnaku dizku. Protilahlé strany Stvoruholnika
lezia na protilahlych stendch kocky, takze sa nepretinajiu. Kvoli orientacii stran, ktora je dana zo
zadania, su dokonca rovnobezné, takze tvoria rovnobeznik. Z toho vyplyva, ze ABC'D bude koso-
Stvorec. Obsah kosostvorca je rovny polovici stéinu dlzok jeho uhlopriecok. Usecka AC je telesova
uhlopriecka kocky a tsecka BD je rovnako dlha ako stenova uhlopriecka kocky. KedZe je naSa kocka
jednotkova, tsecka AB ma dlzku /3 a usecka BD ma dlzku /2. Z toho uz doratame, Zze obsah
stvoruholnika ABCD je v/6/2.

C
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Uloha 3.9: Najdite vietky celo¢iselné dvojice (z,%), pre ktoré plati 622 — 3xy + Ty — 23z + 26 = 0.
Vysledok: (2,—-4), (4,6)

Riesenie: Z rovnosti vyjadrime y:

6% — 3xy + Ty — 232 +26 =0
62° —y(3x —7) — 232 4+26=0
62 — 237 + 26 = y(3x — 7)



Kedze x ma byt celociselné, je zarucené 3x — 7 # 0:

622 — 230 +26
w—7 7

To dalej pomocou delenia mnohoc¢lenov vieme upravit takto:

602~ 230421 5 _
3r—7 3r—7 Y
5
% — 3 — .
v +3IE—7 y

Na to, aby y bolo celé ¢islo, musi byt I'ava strana celé ¢islo. Vieme, Ze x je celé ¢islo, teda aj 2z — 3
bude celé. Preto aj ¢len 5/(3z — 7) musi byt celé ¢islo. To nam déava iba 4 moznosti:

e 3r—7=1,2=28/3,

ez —T=-12=2,

e 3x—T7=5 =4,

e 3x—7=-51=2/3.

Vidime, 7Ze sme dostali dva celoc¢iselné vysledky. K nim uz ndm sta¢i dopocitat hodnotu y:

. x:2:y:2-2—3+3_2577:—4,

) x:4:y:2-4—3—|—%:6.

Uloha 3.10: Adam vlozi do vreca Sest Gervenych Zetonov, Betka vlozi do vreca sedem modrych
zetonov a Cyprian vlozi do vreca osem zelenych Zetéonov. Potom robot vytahuje zetény nahodne
z vreca jeden po druhom a vracia ich prislusnym hracom. Vitazom hry je prvy hrac¢, ktory dostane
vsetky svoje Zetony spat. Najdite pravdepodobnost, Ze Betka vyhra hru. Vysledok uved'te ako zlomok
v zakladnom tvare.

Vysledok: 64/195

RieSenie: Vygenerujme celii postupnost, v ktorej robot rozdava zetony, a pozrime sa na jej koniec.
Ak je na jej konci napriklad ¢erveny zeton, Adam urcite prehral, kedze existuje ¢lovek, ktory dostal
vSetky zetony pred nim.

Tuato postupnost zeténov sme generovali nahodne, nuz nespdsobuje ujmu na vseobecnosti, ¢i ju ¢itame
odzadu alebo odpredu. Pozrime sa teda na tlohu odzadu. Nech robot rozdéava zetony dokym neostane
iba jeden hrac¢ bez zetonu. Tento hrac vyhral.

Pravdepodobnost, Ze vyhra Betka, je rovnéa suctu pravdepodobnosti, ze ako prvy prehra (dostane
zeton) Adam a ako druhy Cyprian, a pravdepodobnosti, Ze ako prvy prehra Cypridn a ako druhy
Adam.

Pravdepodobnost, Ze ako prvy prehra Adam je 6/21, kedZe vo vreci je na zaciatku 21 Zetonov, z toho
6 cervenych. Nasledne pre vypocet pravdepodobnosti, ze ako druhy prehra Cyprian, nas zaujima iba
prvy zetéom z tych 21 —6 = 15 zeténov, ktoré nie st ¢ervené. Spomedzi nich je 8 zetonov zelenych, takze



pravdepodobnost, Ze prvy z nich bude vytiahnuty Cyprianov, je 8/15. Celkova pravdepodobnost, Ze
najprv prehra Adam a po nom Cyprian, je teda 6/21 - 8/15 = 16/105.

Analogicky vypocitame pravdepodobnost, ze ako prvy prehréa Cyprian a ako druhy Adam. Ziskame
8/21-6/13 = 16/91.

Sé¢itanim tychto pravdepodobnosti ziskame pravdepodobnost, Zze Betka dostane svoj zetén ako po-
sledné: 16/105 4+ 16/91 = 64/195.

Uloha 3.11: Pre (nekonecnit) postupnost realnych ¢isel A = (ay,as,as...) definujme AA ako po-
stupnost (ay — a1, a3 — ag,aq4 — as,...). Najdite a; za predpokladu, Ze vsetky prvky postupnosti

A(AA) sila 19 = A32 — 0.
Vysledok: 279

Riesenie: Zo zadania vyplyva, ze postupnost AB pre nejaka postupnost B je postupnost rozdielov
jej susednych ¢lenov. Teda zadanie nam hovori, Ze postupnost AA je postupnostou realnych cisel,
ktorych rozdiely si 1. Je to preto nutne postupnost tohto tvaru:

AA = (Aal,Aal +1,Aa1+2,...)
Inymi slovami:

Aai:Aal—i—i—l

Zistime hodnotu Aa; pomocou ag a ass:

az = a9 + Aayg
a1 = ag + Aag

a9y = ag1 + Aag

as1 = ago + Aagp

azy = az; + Aaz
Postupnym dosadzanim dostavame:

0= a3 = Aa31 + asy = Aagl + Aago + agzp = Aagl + ACLgo + ACLQQ + a29 = ...
0= Aa;;l + Aago + Aagg + -+ Aa21 + ACLQO + Aa19 + Q19

Vyuzijeme Aa; = Aa; +i—1a a9 =0:

0= (Aa; +30) + (Aay +29) + -+ + (Aay +20) + (Aay + 19) + (Aay +18) + 0
0=13-Aa; +30+29---4+20+ 19+ 18
0=13-Aa; + 312

Aa; = —24



Pustime sa do vyjadrovania a;. VyuZzijeme podobnu metédu dosadzovania, ale teraz si prehodime
a;+1 = a; + Aai na a; = a;4+1 — Aai:

a1 = ag — Aay

a9 = a3 _ACLQ

a1g = a9 — Aaig = —Aagg

Takisto ako predtym vyuzijeme tieto rovnosti, aby sme dostali a;:

alzag—Aalzag—Aag—Aal:a4—Aa3—Aa2—Aa1:---:alg—Aalg—...—ACLQ—Aal

A opét vyuzijeme Aa; = Aa; +1 — 1:

CL1:0—(A(I1+17)—(ACL1—|—16)——(Aa1+2)—(ACL1—|—1)—ACL1
ay = —18 - (—24) — 153 = 432 — 153 = 279

Uloha 3.12: Na internéate su poschodia oznacené ¢islami 1 az n a pokazeny vytah. Ked vo vytahu
stlac¢ime tlacidlo, vytah nas tam zavezie iba vtedy, ak rozdiel ¢isel aktuélneho poschodia a cielového
poschodia je delitelny 2024 alebo ich sucet je delitelny 2025. Ak nie je splnena ani jedna z tychto
podmienok, vytah zostane stat. Vytah nie je mozné privolat zvonka. Kol'ko najmenej moze byt n, ak
sa da z kazdého poschodia dostat na kazdé iné?

Vysledok: 3036
RieSenie:

Zavedieme si par skratiek:

e Namiesto ,,poschodie s ¢islom p* budeme hovorit ,,poschodie p* a namiesto ,rozdiel/sucet ¢isel
poschodi* budeme hovorit ,rozdiel/sucet poschodi.

e Ak sa vezieme medzi poschodiami, ktoré maju rozdiel delitelny 2024, tak sa ,,vezieme rozdie-
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lom*“.
e Podobne ak sa vezieme medzi poschodiami, ktoré maju sucet delitelny 2025, tak sa ,,vezieme
stctom*.
Dalej ZOPAr pozorovani:
1. Ak sa vieme zaviezt z poschodia p; na poschodie po, tak sa vieme zaviezt z poschodia ps na
poschodie p;

2. Ak sa vieme zaviezt z poschodia p; na poschodie py a zaroven sa vieme zaviezt z poschodia ps
na poschodie ps, tak sa vieme dostat z poschodia p; na poschodie ps (a vdaka (1) sa potom
vieme dostat z ps na p;)



Z (D a () nam vyplyva aj nasledujuce: ak by sme zistili, Ze sa vieme zaviezt z poschodia p; do ps,
z po do p3, z p3 do py, ..., 2z pp_1 do p, (tento fenomén nazvime ,retazec), pricom

P1,D2,---,Pn € {172,...,’”}

a zaroven

Vl,] 6{1,2,,7@}27&‘] — pz%p]
(neformalne povedané, ak p; az p, s vSetky ¢isla od 1 po n),

tak sa pre n poschodi da z kazdého poschodia dostat na kazdé iné. Ak sa chceme dostat z p; do p;,
tak si tieto dve poschodia najdeme v nasom ,retazci a postupne sa cez medziposchodia zavezieme
do ciela.

Samozrejme, musime si dat pozor. Ak by sme takyto ,retazec” pre n nenasli, tak to neznamena, ze
sa nutne nevieme dostat z kazdého z tychto n poschodi na kazdé iné (predsa len, také sa pravidla
implikacii). Ukéaze sa ale, Ze toto nebudeme musiet riesit, pretoZze my takyto retazec najdeme.

Teraz sa pustime do dokazovania toho, Ze rieSenim je |n = 3036 |.

To dokazeme tak, ze pre n < 3036,n € N sa nebudeme vediet dostat na kazdé poschodie, a pre
n = 3036 najdeme nas ,retazec”.

Ak 1013 < n < 3036, n € N, tak z poschodi 1012 a 1013 sa nevieme zaviezt na ziadne iné poschodia
(na vezenie si¢tom na iné poschodia potrebujeme prili§ velké ¢isla, najmenej 3037 alebo 3038, aby
sme sa dostali na stucet 4050, na vezenie rozdielom najmenej 3036 alebo 3037), ¢o je v rozpore so
zadanim.

A ak n <1013, n € N, tak sa nevieme dostat zo ziadneho poschodia na Ziadne iné.

Teraz sa pokusime najst ,retazec” poschodi pre n = 3036. VSimneme si nasledovné prepojenia:

e Pre poschodia p; € {2025, 2026, 2027, ...,3036} sa vieme rozdielom zaviezt z p; do p; — 2024
(a vdaka (I) aj naopak).

e Pre poschodia p; € {1,2,3,...,1012} sa vieme stctom zaviezt z p; do 2025 — p;.

e Pre poschodia p;, € {1013,1014, 1015, ...,2024} sa vieme su¢tom zaviezt z py do 4050 — py.

Nech p < ¢ oznacCuje moznost prevozu medzi poschodiami p a q. Potom dostavame nasledovny
,retazec*:

2025 <+ 1 ¢ 2024 < 2026 <> 2 <> 2023 < . ..
... 4> 3036 <+ 1012 <> 1013

Tym sme zistili, Ze sa vieme dostat z kazdého poschodia pre kazdé iné, ¢o bolo treba dokazat.
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