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1. cast

Uloha 1.1: V rade stoji 99 I'udi, z toho 98 klamarov a 1 pravdovravec. Klaméari vzdy klamu a prav-
dovravec vzdy hovori pravdu. Prvy ¢lovek v rade povie: ,Medzi prvymi 40 ludmi je pravdovravec.“
Posledny ¢lovek v rade povie: ,,Medzi poslednymi 40 [udmi je pravdovravec.“ Prostredny (50.) ¢lovek
v rade povie: ,,Ja som pravdovravec.“ Na kolkych réoznych pozicidch moze byt pravdovravec?

Vysledok: 21

RiesSenie: Vsetky tri vyroky mohol za urcitych podmienok povedat aj pravdovravec, aj klamér, takze
7iadnu poziciu v rade nemozeme hned vylucit. Rozoberme preto 4 typy pozicii, na ktorych moze stat
pravdovravec.

Ako prvu si prejdime moznost, ked je pravdovravec v strede radu (50. pozicia). V takom pripade
prvych 40 aj poslednych 40 Tudi v rade st klamaéri, ¢o je v stulade s vyrokmi prvého a posledného
¢loveka (obaja st klamari).

Teraz sa pozrime na pozicie v rade, o ktorych ni¢ nevieme (41. — 49. a 51. — 59. pozicia). Ak by
na niektorej z tychto pozicii bol pravdovravec, vSetky tri vyroky povedali klamari a hovoria iba o
klaméroch. Tu taktiez nenachadzame spor, a teda pravdovravec moze stat aj na tychto poziciach.

Dalej sa zamerajme na 2. - 40. a 60. - 98. poziciu. O nich hovori prvy alebo posledny ¢lovek v rade,
no ludia na tychto pozicidch nepovedali ni¢. Ak by bol pravdovravec niekde na 2. - 40. pozicii, potom
prvy clovek v rade hovori pravdu, no v rade stoji iba jeden pravdovravec. Rovnaky spor nastéva,
ak je pravdovravec na 60. - 98. pozicii - druhym pravdovravcom by bol posledny ¢lovek v rade. Na
tychto poziciach teda pravdovravec nemoze stat.

Nakoniec potrebujeme overit, ¢i méze byt pravdovravec prvy alebo posledny v rade. Ak by bol prvy,
tak su vSetky tri vyroky v poriadku. Rovnako to je aj v pripade, Ze je pravdovravec poslednym
v rade.

7 nasich uvah vyplyva, ze pravdovravec moze stat v rade na 14 2 -9 + 2 = 21 roéznych poziciach.

Uloha 1.2: Majme pravouhly trojuholnik, ktorého dlhsia odvesna mé dizku 24 cm. DIzka tejto dlhsej
odvesny je aritmetickym priemerom zvySnych dvoch dlzok stran. Aky je stcet vSetkych moznych
dlzok, ktoré moze nadobtdat kratsia odvesna?

Vysledok: 18 cm

RieSenie: Vieme, 7e dlzka dlhej odvesny je aritmetickym priemerom dvoch zvysnych stran, oznaéime
si preto rozdiel dlZok medzi odvesnami ako . Nésledne, kedZe ide o pravouhly trojuholnik, dosadime
do Pytagorovej vety a dostavame:

(24 — )% + 24 = (24 + z)?
24% — A8y + x? + 24% = 24% + 48x + 22

24% = 96z
24 = 4x
6=z

Rovnica méa jediné rieSenie, ¢o znamené, Ze existuje iba jeden trojuholnik, ktory vyhovuje zadaniu.
Kratsia odvesna tohto trojuholnika bude dlh& 24 — 6 = 18 cm.

Uloha 1.3: V rovine st dané dve kruznice s polomerom 1 a spoloénym bodom A. Doty¢nice k nim
v bode A st na seba kolmé. Ak4 je vzdialenost stredov tychto kruznic?

Vysledok: V2



Riesenie: Bod A je jednym z dvoch prieseénikov nasich kruznic. Kedze dotyé¢nica ku kruznici je
kolmé na jej polomer, tak v nasom pripade bude polomer (a teda aj stred) jednej kruznice lezat
na doty¢nici k druhej a polomer (a teda aj stred) druhej bude lezat na doty¢nici k prvej tak, ako
na obrazku. Z obrazka uz jednoducho vidime, 7e hladame dlzku prepony pravouhlého trojuholnika.
Hladant dlzku vypoéitame pomocou Pytagorovej vety. Kedze dizka oboch odvesien je 1, tak dizka

prepony je V2.

)

Uloha 1.4: Martin ma piatich synov, ktorf maja postupne 1, 2, 3, 4 a 5 rokov a ziadnemu z nich sa
najblizsie 2 dni nezmeni vek. Na tieto dva dni im chce rozdelit 34 cukrikov. Kazdy vecer zje kazdé
dieta tolko svojich cukrikov, kol'ko mé rokov. Okrem toho da na druhy den rano (teda medzi dvoma
vecermi, kedy deti jedia cukriky) najstarsie dieta najmladsiemu tolko cukrikov, kol'ko ich vtedy méa
najmladsie dieta. Kolko mozZznosti ma Martin na to, ako detom cukriky rozdelit tak, aby kazdé dieta
oba vecery mohlo zjest tolko cukrikov, kolko mé rokov?

Vysledok: 24

RieSenie: Pozrime sa najprv na najmladsieho z Martinovych synov. Ak by dostal menej ako 2
cukriky, mal by v druhy den rano 0 cukrikov, takze by ziaden nedostal a nemal by vecer ¢o zjest.
Rovnako vieme, Ze aj ostatni synovia museli dostat aspon dvakrat tolko cukrikov, kolko maju rokov.
To je dokopy 2 + 4 + 6 + 8 + 10 = 30 cukrikov. Ostéva spocitat, kolkymi spésobmi mohol Martin
rozdelit zvysné 4 cukriky. Pozrime sa na to, kolko cukrikov mohol dostat najmladsi syn:

e Ak najmladsi syn dostal 2 cukriky, tak na druhy den rano mal 1 cukrik. Najstarsi syn musel
v tom ¢ase mat aspon 6 cukrikov, takze na zaciatku ich mal aspon 11 (10, ktoré sam zjedol a
1, ktory dal najmladsiemu). Zvy$né 3 cukriky mohli byt rozdelené medzi 4 najstarsich synov
Tubovolne. Bud jeden z nich dostal vsetky 3 cukriky (4 moZnosti) alebo jeden z nich dostal 2
a niekto iny 1 cukrik (2 cukriky dostal jeden zo 4 synov a 1 cukrik jeden zo zvy$nych 3 synov,
dokopy 3 -4 = 12 moznosti) alebo jeden z nich nedostal ni¢ a zvysni traja dostali po jednom
cukriku (opét 4 moznosti). Dokopy dostéavame v tomto pripade 4 + 12 + 4 = 20 moZnosti.

e Ak najmladsi syn dostal 3 cukriky, tak na druhy den rano mal 2 cukriky. Najstarsi syn musel
potom dostat aspon 12 cukrikov. Zvysny cukrik mohol dostat ktorykol'vek zo Styroch najstarsich
synov, spolu 4 moznosti.

e Ak by najmladsi syn dostal viac ako 3 cukriky, tak by najstarsi syn musel dostat aspon 13
cukrikov. V tom pripade by Martin ale potreboval aspon 444+ 6+ 8+ 13 = 35 cukrikov, takze
tieto moznosti uz nevyhovuju.

Dokopy existuje 20 + 4 = 24 moznosti, ako mdéze Martin cukriky rozdelit vyhovujicim sposo-
bom.



Uloha 1.5: Kladné celé ¢&slo je roznorodé, ak neobsahuje dve rovnaké cifry a neobsahuje nulu. Najdite
najvacsie prvocislo, ktoré deli bezo zvysku sucet vSetkych réznorodych stvorcifernych kladnych celych
Cisel.

Vysledok: 101

RieSenie: Tento sicet najdeme ako vSetky vyskyty cifry 1 + vSetky vyskyty cifry 2 + ...+ vSetky
vyskyty cifry 9. Podme spocitat kolko do suctu prispeju napr. vyskyty ¢isla 9. Existuje 8-7-6 = 336
moznych Stvorcifernych réznorodych ¢isel obsahujicich 9 na mieste tisicok. Analogicky existuje 336
takych ¢isel s cifrou 9 na mieste stoviek, desiatok a jednotiek. Vyskyty cifry 9 teda zvysuju finélny
sucet 0 9-(1000+100+1041)-336. Rovnako to plati pre cifry 1,2, ... 8. Teda celkovy stucet roznorodych
Stvorcifernych ¢isel mézeme vyjadrit ako (14+24---+9)-1111-336 = 45-1111-336 = 2*-3%.5-7-11-101
Z toho uz moézeme jasne vidiet, Ze najvacsi prvociselny delitel v rozklade suctu vsetkych stvorcifernych
roznorodych ¢isel je 101.

Uloha 1.6: Dany je konvexny &tvoruholnik ABCD s bodom E vnutri strany AB tak, Ze plati
|<ADE| = |<DEC| = |<ECB]|. Obsahy trojuholnikov AED a CEB st postupne 18 a 8. Urcte
obsah trojuholnika FCD.

Vysledok: 12

RieSenie: Kedze |<ADE| = |<DEC|, tak AD a EC st rovnobezné. Podobne kedze |[<DEC| =
|<ECB]|, tak CB a DFE st rovnobezné. Potom trojuholniky AED a EBC st podobné s koeficientom
podobnosti v/18/+/8, kedZe ich obsahy st v pomere 18/8. Specialne DE/CB = v/18/y/8. Kedze CB
a DE su rovnobezky, tak vyska na stranu CB v trojuholniku FCB je rovnako velka ako vyska na
stranu DE v trojuholniku £BC. Potom pomer obsahu DEC ku obsahu ECB je rovny v/18//8,
z ¢oho obsah trojuholnika DEC je /18 - 8/v/8 = 12.

D
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Uloha 1.7: Mame 3 modré, 3 ¢ervené a 3 zlté kocky. Modré kocky st zaradom oéislované ¢islami
1, 2, 3. Rovnako su ocislované aj c¢ervené a zlté kocky. 3 kocky tvoria set, ak plati aspon jedna
z nasledujicich podmienok:

e Vsetky maju rovnaku farbu.
e Vsetky maju rovnaké ¢islo.
e Vsetky majui navzajom rozne farby.
e Vsetky maji navzajom rozne ¢isla.
Chceme postavit vezu z 3 kociek, ktoré tvoria set. Kolkymi sposobmi to vieme urobit?

Vysledok: 288

RieSenie: Hladany pocet sposobov vyjadrime ako rozdiel po¢tu vezi z kociek, ktoré netvoria set, od
poctu vsetkych moznych vezi.



e Aby trojica kociek netvorila set, musia kocky v nej byt prave dvoch farieb a préave dvoch hodnot.
Ak by sme chceli skonstruovat unikatnu vezu, postupujeme takto: Najprv vyberieme trojicu
kociek:

1. Vyberieme dvojicu farieb z trojélennej mnoziny farieb {modra, ¢ervena, zlta}, ¢o je to
isté, ako zvolit farbu, ktora na kockach nebude, teda vyberame 1 prvok z trojice. Na tento
vyber mame 3 moznosti.

2. Zo zvolenej dvojice farieb vyberieme ti, ktorda bude na dvoch kockach. Na to mame 2
moznosti.

3. Vyberieme dvojicu hodnoét z mnoziny {1, 2,3}. Rovnakou uvahou ako v bode 1 zistime, Ze
na tento vyber mame 3 moznosti.

4. Zo zvolenej dvojice ¢isel vyberieme to, ktoré bude na dvoch kockach. Rovnako ako v bode
2 mame na tento vyber 2 moznosti.

Ak maju dve kocky rovnaki farbu, maja rozne ¢Gisla. Ak maja dve kocky rovnaké ¢isla, maju
roznu farbu. Preto ndm predchédzajice 4 kroky vyberu jednoznac¢ne urcili trojicu kociek, ktoré
netvoria set. Mame teda 3 -2 -3 -2 = 36 rdznych trojic, ktoré netvoria set.

Potom z vybranej trojice kociek skonstruujeme vezu. Na to méame 3-2-1 = 6 moznosti (na prvé
poschodie zvolime 1 z 3 vybranych kociek, na druhé poschodie zvolime 1 zo zvysnych dvoch
kociek, na tretie poschodie uz nam zvysila iba 1 kocka).

Spolu méame 36 - 6 = 216 moznosti, ako postavit vezu z kociek, ktoré netvoria set.

e Celkovy pocet vSetkych moznych vezi je 9 -8 -7 = 504 (na prvé poschodie zvolime 1 kocku
zo vsetkych 9 kociek, na druhé poschodie zvolime 1 kocku zo zvysnych 8 kociek, na tretie
poschodie zvolime 1 kocku zo zvysnych 7 kociek).

Celkovo mozeme postavit 504 — 216 = 288 roznych vezi z kociek, ktoré tvoria set.

Uloha 1.8: Funkcia f(x) splha f(3z) = 3f(z) pre vietky realne x. Tiez plati f(z) = 1 — |z — 2| pre
x 7 intervalu [1, 3]. Najdite najmensie kladné z, pre ktoré plati f(z) = f(2022).

Vysledok: 408

RieSenie: Mozeme si vSimnut, Ze na intervale [1,2] ma f predpis f(z) = z — 1 a na intervale [2, 3]
ma predpis f(z) =3 —z. Z vlastnosti f(3z) = 3f(x) mdzeme vidiet, Ze tato funkcia vyzera podobne
aj pre vacsie x, konkrétne pre kazdé celé kladné n je na intervale [3",2 - 3" v tvare f(z) =2 — 3" a
na intervale [2 - 3", 3""!] je v tvare f(z) = 3"*! — x. Spravnost tohto predpisu moZeme I'ahko overit
aj indukciou podla n. Ak tvrdenie plati pre vsetky x € [3",2 - 3"], tak potom pre x € [3"1 2. 37T1]
je f(z) =3f(%) =3-% —23""! analogicky aj pre druhy interval. Maximum na intervale [3",3"*!] je
f(2-3m) =3m

Pod'me najprv zistit f(2022). 2022 lezi medzi 2 - 3% a 37, takze f(2022) = 37 — 2022 = 2187 — 2022 =
165. Teraz uz iba sta¢i najst najmensie z také, ze f(x) = 165. KedZe 3* < 165 < 3°, tak najmensie
také z bude na intervale [3%,2 - 3%], kedZe pre mensie 2 je maximum hodnota 3*. Vieme, %e na tomto
intervale plati f(z) = x — 3° = x — 243, takZe hladané z je 165 + 243 = 408.

Uloha 1.9: Z mnoziny ¢&sel {1, 2, ..., 14} chceme vybrat pitéiselnt podmnozinu tak, aby aspoii
dve ¢isla boli po sebe iduce. Kolko takychto roznych podmnoZzin vieme vybrat?

Vysledok: 1750

RieSenie: Ked chceme vybrat 5 ¢isel zo 14 tak pouzijeme kombina¢né ¢islo (154) = ;!%49!! = 2002.
Problém vsak je, Ze nie vSetky takto vybrané pétice obsahuji dvojicu po sebe iducich prvkov —
musime preto od vysledku odréatat vSetky moznosti, kedy to nenastava. Chceme teda zratat pocet

vSetkych takych patic, kde Ziadne dve ¢isla nie st po sebe idtce.



Pomoézme si nasledujiicou tivahou:

Ked si predstavime ¢isla ako lopticky v jednom rade, tak za kaZzdou z prvych Styroch vybranych
lopticiek bude nutne nasledovat asponn jedna nevybrana (za piatou vybranou uz nemusi, kedze je
posledné), aby neboli vybrané dve po sebe iduce lopticky. Takze vzdy ked vyberieme jednu z tychto
prvych Styroch lopti¢iek uréime zaroven aj to, Ze ta za nou nebude vybrana. MoéZzeme teda hned
na zaciatku odlozit tieto Styri nevybrané lopticky bokom, a pridat ich aZ na zaver, hned za kazdu
z prvych styroch vybranych lopticiek.

Tym padom vyberame péticu uz len z desiatich prvkov (14 — 4 = 10), ¢o vieme zratat ako (10) =

5
gg% = 252.

Od¢itanim tychto dvoch medzivysledkov dostavame pocet 2002 — 252 = 1750.

Uloha 1.10: Majme pravouhly trojuholnik s dlzkami odvesien 3 a 4. Dvomi réznymi spésobmi, ako
na obrazku don vpiSeme Stvorec. Stvorec, ktory lezi na odvesnach mé obsah S; a Stvorec, ktory lezi
na prepone ma obsah S5. Uréte pomer obsahov Stvorcov S;:95 ako zlomok v zédkladnom tvare.

C C

A B A B

Vysledok: £

RieSenie: Podme postupne vyjadrit obsahy S; a Ss. Nech §tvorec s obsahom S; ma stranu a.
Oznacme si jeho vrcholy AXY Z. Vsimnime si, ze trojuholnik ABC' je podobny trojuholniku X BY,
pretoze strany Stvorca st rovnobezné s odvesnami. Z pomerov stran podobnych trojuholnikov dosta-
neme:

|AC|  |AB]
IXY| |XB|
3 4
a 4-—a
12 — 3a = 4a
12
— =qQ
7
C C
KP
A Y L
N
A B A B
X M

Ozna¢me S, Stvorec s obsahom KLMN a jeho stranu ako b. Dalej ozna¢me pitu vysky z bodu A na
preponu ako P. Vyjadrime dlzku vysky AP pomocou obsahu ABC"
_ |ABJ[AC| _ |AP|[BC]
2 2
|AB||AC| 12

Ap| =222 2
AP |BC| 5

Sapc




Teraz mozeme vyjadrit |C'P| pomocou Euklidovej vety o odvesne:

|CA|* =|CB|-|CP|
|C A|? B 3_2 -9

CP| =
ICP CP| — 5 5

Dopotitajme este dlzku |BP| = |BC| — |CP|=5—2 =1
V dalsom kroku si ozna¢me |PL| = z, potom |KP| = |KL| -z =b—z a |[CK| = |CP| - |KP| =
2—(b—2)=2—b+x. Z podobnosti APC' a NKC mozeme vyjadrit pomer:

|AP|  |CP|
INK|  |CK]
12 9
5 _ 5
b 2—b+ux
1
%—12“1235 = 9b
1
g—l—mx = —3b (1)

7 podobnosti APB a M LB mobzeme vyjadrit pomer:

|AP|  |BP]|
IML| — |LB|
12 16
5 - _5
16
b 5 X
192
== 12z = 16b 2)
)
S¢itanim rovnic (1) a (2) dostavame:
300
— =13b
>
60
13

Nakoniec spoditajme pomer Sy : Sp = 22 : 80 = (12-13) : (7-60) = 3.

Uloha 1.11: Najdite v8etky usporiadané trojice kladnych celych ¢isel a, b, ¢, pre ktoré plati a > ¢
a ktoré splhaju obe nasledujice rovnice:
ac+b+c=bc+ a+ 66
a+b+c=32

Vysledok: (19, 7, 6)

Riesenie: Upravime prvi rovnicu zo zadania tak, aby sme na l'avej strane dostali su¢in dvoch vyrazov
a na pravej strane len jedno ¢islo:

ac+b+c—bc—a=66

ac+b+c—bc—a—1=65
c-(a—b+1)+(=1)-(a—b+1) =65



(c—=1)-(a—b+1)=065

KedZe a, b, ¢ st kladné celé, tak ¢ — 1 aj a — b + 1 su celociselné delitele ¢isla 65, ktorych sucin je
65. Kedze ¢ > 1, tak ¢ — 1 je kladny delitel 65, a teda aj a — b+ 1 musi byt kladny delitel' 65. Cislo
65 ma 4 kladné delitele: 1, 5, 13, 65.

Rozoberme vsetky moznosti pre hodnotu ¢ — 1:

e c—1=1

V tomto pripade a — b+ 1 = 65. Kedze b > 1, tak a > 65. Potom druhé rovnica zo zadania
a + b+ ¢ = 32 urcite neplati. Tato moznost nevyhovuje.

ec—1=5
V tomto pripade a —b+ 1 =13, teda b = a — 12. Z a + b + ¢ = 32 po dosadeni dostavame
a+a—1246 = 32, teda a = 19 a b = 7. Plati aj podmienka a > ¢, preto tdto moznost
vyhovuje.

ec—1=13

V tomto pripade a —b+1 =5, teda b = a —4. Z a+ b+ ¢ = 32 po dosadeni dostdvame
a+a—4+14 = 32, teda a = 11. Kvoli podmienke a > ¢ tdto moznost nevyhovuje, lebo ¢ = 14.

e c—1=06>5
V tomto pripade ¢ = 66, a,b > 1, teda a 4+ b+ ¢ = 32 urcite neplati. Tato moznost nevyhovuje.

Rozobrali sme vSetky moznosti pre hodnotu ¢ — 1, jediné rieSenie je trojica (19, 7, 6).

Uloha 1.12: V Strome je 11 muzov a 12 zien. Chceme spomedzi nich vybrat Radu Stromu. Rada
moze mat Tubovolne vela Clenov, ale podmienkou je, Ze pocet Zien bude prave o 1 vacsi ako pocet
muzov. Pocet sposobov, kolkymi vieme vybrat Radu Stromu ozna¢me ako n. Kol'ko réznych delitelov
mé ¢islo n?

Vysledok: 64

RieSenie: Povedzme, zZe do Rady vyberieme m muzov. Potom do nej musime vybrat m + 1 Zien. Do
Rady teda nevyberieme 12— (m+1) = 11—m zien. Ak vyberieme hocijakych 11 Iudi zo Stromu, vedia
nam jednoznac¢ne urcit zlozenie Rady. Totiz, m vybratych muzov bude v Rade, a 11 — m vybratych
zien nebude v Rade. Réznych zlozeni Rady bude (ﬁ) Ostéava uz len toto ¢islo vy¢islit, aby sme zistili,
kol'ko mé réznych delitelov:

23\  23-22-21-20-19-18-17-16-15-14-13
1) 11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1

23 23-21-20-19-18-17-16-15-14-13
10-9-8-7-6-5-4-3

(23) 23-20-19-18-17-16-15-14-13

10-9-8-6-5-4
23) 23-19-18-17-15-14-13

9-6-5

23) =23-19-17-14-13=23-19-17-13-7-2

Cislo n je sti¢inom 6 roznych prvodisel, ¢ize ma 2% = 64 roznych delitelov.



2. cast

Uloha 2.1: Kolko existuje trojcifernych ¢isel takych, ze ich prostredné ¢islica je aritmetickym prie-
merom dvoch krajnych ¢&islic?

Vysledok: 45

RieSenie: Ak je stredna cifra aritmetickym priemerom krajnych, tak ich sucet musi byt parny . To
znamend, ze bud su obe krajné cifry parne, alebo obe neparne. Ak je prva cifra parna, tak je jedna
zo Stvorice {2,4,6,8} a zaroven posledna musi byt z {0,2,4,6,8}, teda mame 4 - 5 = 20 moznosti.
Ak je prva neparna (5 moznosti), tak posledna je z mnoziny {1,3,5,7,9}, ¢ize dostavame dalsich
5-5 = 25 moznosti, ¢o je dohromady 20 + 25 = 45 moznosti.

Uloha 2.2: Michal uklada cukriky na niektoré policka tabulky 3 x 3 (na jednom policku méze byt
aj viac cukrikov). Potom si spoéita pocet cukrikov v kazdom zo stipcov aj riadkov. Chce ich ulozit
tak, aby bol kazdy z tychto Siestich stuctov iny. Kolko najmenej cukrikov musi pouzit?

Vysledok: 8

Riesenie: Musime si uvedomit, ze ak do tabulky umiestnime cukrik, tak bude v prave jednom stlpci
a prave jednom riadku. Sucet jednotlivych poétov cukrikov v stlpcoch a riadkoch sa preto musf rovnat
dvojnéasobku poctu cukrikov v tabulke. Najmensich 6 poctov cukrikov je 0, 1, 2, 3, 4 a 5. Sucet tychto
poctov je 15, ¢o je vSak neparne ¢islo, a teda pocet cukrikov v tabulke by musel byt 7,5, ¢o nie je
celé ¢islo.

Skusme druhy najmensi pocet cukrikov, to je 16. Stucet 16 docielime poctami cukrikov 0, 1, 2, 3, 4 a

6. Uz len staci najst konkrétny priklad rozlozenia 16 cukrikov v tabulke tak, aby kazdy zo 6 stuctov
bol iny. Napriklad takto:

0
° ° 2
° °
° ° 6
° °
4 3 1

Uloha 2.3: Do kruznice st vpisané rovnostranny trojuholnik, §tvorec a pravidelny Sestuholnik. Dano
spocital rozdiel medzi obvodom Sestuholnika a Stvorca. Peto spocital rozdiel medzi obvodom Stvorca
a trojuholnika. Stcet ich vysledkov bol 64/2 — 3v/6. Uréte polomer kruznice.

Vysledok: V2

RieSenie: Vsimnime si najprv, ze sicet Danovho a Petovho vysledku je v skuto¢nosti rozdiel medzi
obvodom Sestuholnika a trojuholnika.

Oznacme vrcholy trojuholnika A, B, C', stred kruZznice S a polomer kruznice r. Rozdelme trojuholnik
tromi polomermi kruznice na 3 zhodné rovnoramenné trojuholniky ako na obrazku. Okolo stredu S je
plny uhol 360 stupiiov, takze uhol ASB ma 120 stupnov. KedZe trojuholnik ABS je rovnoramenny,
uhly BAS a ABS maju (180 — 120)/2 = 30 stupnov. Spustime v trojuholniku ABS vysku na
zakladiiu AB a jej patu oznacme P. Dostaneme dva pravouhlé trojuholniky APS a BPS s uhlami
velkosti 30, 90 a 180 — 30 — 90 = 60 stupnov. Trojuholnik APS teda tvori polovicu rovnostranného
trojuholnika so stranou r. Plati teda |PS| = r/2 a dlzka strany AB je z Pytagorovej vety 2|AP| =
24/12 — (r/2)? = 24/3r2/4 = v/3r. Obvod trojuholnika ABC je teda 3v/3r.



Rovnakym spésobom si mézeme Sestuholnik rozdelit na 6 zhodnych rovnoramennych trojuholnikov.
Uhol oproti zékladni v tychto trojuholnikoch mé velkost 360/6 = 60 stupnov. To znamena, Ze
trojuholniky st v skuto¢nosti rovnostranné so stranou dlhou r. Obvod Sestuholnika je preto 6r.

KedZe vieme, Ze sucet Danovho a Petovho vysledku je rozdiel obvodu Sestuholnika a trojuholnika a
zo zadania mame, Zze hodnota tohto stcétu je 6v/2 — 3v/6, tak uz zostava len vyjadrit r z rovnice

6r — 3v/3r = 6v2 — 36.

Vypoéitanim rovnice dostéavame, ze 1 = v/2.

Uloha 2.4: Kolko delitelov ¢isla 2022 je druhou mocninou celého ésla?
Vysledok: 276

Riesenie: Najprv si ¢islo zo zadania prepime ako 2022 = 422 . 522 = 24 . 522 Dalej si viimnime, ze
Tubovolny delitel tohto ¢isla moze mat vo svojom prvociselnom rozklade iba prvocisla 2 a 5, teda
delitele si tvaru 2 - 5°, kde a a b st celé nezdporné &isla a a < 44, b < 22. Tento delitel bude
druhou mocninou préave vtedy, ked exponent pri oboch tychto prvoéislach bude parny. Cislo a moze
nadobudat 23 réznych hodnoét, b zas 12 réznych hodnot. Dokopy teda existuje 23-12 = 276 delitelov,
ktoré st druhé mocniny celého ¢isla.

Uloha 2.5: Majme trojuholnik ABC' s uhlom 30° pri vrchole A. Nech S je stred kruznice opisanej
trojuholniku ABC'. Urcte pomer obsahu trojuholnika BC'S ku obsahu tejto kruznice.

Vysledok: v/3 /4T

RieSenie: Pozrime sa na trojuholnik BSC'. V kruznici opisanej ABC' je uhol BAC nad tetivou BC'
K nemu prislicha stredovy uhol nad rovnakou tetivou s dvojnasobnou velkostou, ¢ize |[<BSC| = 60°.
Kedze SB a SC' su polomery opisanej kruznice, tak trojuholnik BSC' je rovnoramenny so zakladiiou
BC, s ktorou ramena zvieraju rovnaké uhly. Dopocitanim zistime, ze |<SBC| = |<SCB| = 60°.
Trojuholnik BSC' je teda rovnostranny s dizkou strany rovnou polomeru opisanej kruznice.

Teraz si podme vyjadrit obsahy pomocou polomeru opisanej kruznice, ktory si oznac¢me r. Vysku
rovnostranného trojuholnika vieme podla Pytagorovej vety vyjadrit ako y/3/4r. Obsah trojuholnika
BSC potom je:

S = pu— =
BSC 9 9 4

Obsah kruznice je S, = 7r2. Uz len dopocitajme pomer:

7,,2
Spes _ i/g _ ﬁ
Sh T2 A’

3
3 3
"\ 4" TQ—\QF T2\/§




Uloha 2.6: V rohoch stvorca PQRS so stranou dlzky 6 cm st umiestnené styri mensie Stvorce
so stranami dlzky 2 cm. Ozna¢me ich vrcholy W, X, Y, Z ako na obrazku. Stvorec ABCD je
zostrojeny tak, ze body W, X, Y, Z lezia vo vnitri jeho stran AB, BC, CD, DA. Uréte najvacsiu
mozna vzdialenost bodov P a D.

S 2 2 2 R
D 2
Z Y
A
2
C
w X
B 2
®
P Q

Vysledok: 6

Riesenie: Trojuholnik ZY D ma pri vrchole D pravy uhol. To znamené, Ze bod D lezi na Télesove]
kruznici k nad priemerom ZY. KruZznica k ma polomer 1 (pretoze |ZY | = 2), a ak ozna¢ime T stred
usecky ZY, tak plati |ZT| = |TD| = 1.

Z trojuholnikovej nerovnosti a Pytagorovej vety potom méame, ze

1 2 2 2
|PD| < |PT| + |TD| = \/(g\PQ| + |ZT|) + <§\PS\) +|TD|=+/(2+1)2+42+1=6.

S 2 2 2 R
D 2
Z Y
A
2
C
B 2
P Q

Rovnost v trojuholnikovej nerovnosti nastava, ak bod T lezi na tsecke PD. Tato situacia nevedie
k sporu (za bod D jednoducho zvolime priesec¢nik Télesovej kruznice k nad priemerom ZY a priamky
PT), a preto je dlzka 6 hTadanym maximom.

Uloha 2.7: Erik si chce posadit kvetinkovy rad. Sadi 3 druhy kvetov — fialky, tulipany a pupavy.
Kvety sadi podla nasledujtcich pravidiel:

e Dve fialky nesmu byt zasadené hned za sebou.

e Za tulipAnom nesmie nasledovat ni¢ iné ako pupava.

Kolko roznych radov pozostavajucich z 8 kvetov vie Erik vysadit?
Vysledok: 595
Riesenie: Nech F'(n) oznacuje pocet roznych radov dlzky n, ktoré konéia fialkou, T'(n) pocet roznych

radov dlzky n, ktoré konécia tulipAnom, a P(n) pocet roznych radov dlzky n, ktoré konéia ptpavou.
Zo zadania vyjadrime rekurentné vztahy:



e F(n)=Pn—1)
e I'(n)=Pn—1)+ F(n—1)
e Pln)=Pn—1)+F(n—1)+T(n—1)

Dalej vieme, 7e F(1) = T(1) = P(1) = 1. Potom uZ len postupne vypliame tabulku az po n = 8:

n [1]2[3[4[5[6] 7 | 8
Fn) |1]1[3]6 |13[28] 60 | 129
Ten) |1]2]4|9|19]41| 88 | 189
Pn)|1]3]6|13]28|60]129 277

Roznych kvetinkovych radov dizky 8 je teda spolu 129 + 189 + 277 = 595.

Uloha 2.8: Peto mal jednu bankovku, ktorou zaplatil v prvom obchode. Predava¢ mu vak nespravne
vydal, pretoZe si poplietol medzi sebou eurd a centy (napriklad namiesto 15,35 eura by mu vydal
35,15 eura). Peto si to uvedomil az v druhom obchode, kde platil len 50 centov. Po tomto druhom
nakupe totizto zistil, Ze mu zostalo presne trikrat tol'ko penazi, kolko mu malo zostat po nékupe
v prvom obchode. Kolko mu spravne malo zostat po nakupe v prvom obchode?

Vysledok: 18,56

RieSenie: Nech T,7 oznacuje sumu v eurdch, kolko mu mal pévodne predavac vydat v prvom obchode.
Tuto sumu moézeme vyjadrit aj ako 100x+y centov. Namiesto toho mu ale vydal 77,7 eur, ¢o je 100y+x
centov. KedZe T,y aj 7,¥ st sumy v eurach, tak rovno vieme, Ze x aj y st maximalne dvojciferné
¢isla.

V druhom obchode zaplatil 50 centov, takze mu ostalo 100y 4+ x — 50 centov. Nasledne zistil, ze mu
ostalo trikrat tolko, kolko mu malo zostat po nédkupe v prvom obchode. Z toho dostdvame rovnicu.

100y + z — 50 = 3(100z + )
97y = 299z + 50
2992 + 50

97
2(4z + 25)

=3
Y T 4+ 97

Z tejto rovnice vidime, Ze vyraz 4z + 25 musi byt delitelny 97.

4o 4+ 25 =97 r =18 Yy = 5H6
dr +25=2-97 | © =42,25 x nie je celé ¢islo
dr +25=3-97 | ©z=06,5 x nie je celé ¢islo
dr +25=4-97 | x =90,75 x nie je celé ¢islo
dr +25=5-97| x =115 | x je uz trojciferné ¢islo

Plati, ze pre vsetky vyssie nasobky 97 uz bude z aspon trojciferné ¢islo, a teda ndm nevyhovuje.
Jediné rieSenie je, ze x = 18 a y = 56, a teda mu spravne po prvom nakupe malo zostat 18,56 eura.

Uloha 2.9: Dany je stvorec. Rozdelime ho n rezmi v podobe priamok na niekol’ko mnohouholnikov.
Aky je najvacsi mozny siucet vnatornych uhlov vSetkych mnohouholnikov v zavislosti od n?

Vysledok: n(n + 1) 4+ 2 - 180°



Riesenie: Vrcholy jednotlivych mnohouholnikov mozeme rozdelit do troch kategorii. Bud je vrchol
priamo vrcholom $tvorca, alebo lezi na hrane Stvorca (tieto vrcholy nazvime okrajové), alebo lezi vo
vnutri tvorca (tieto vrcholy nazvime vnuatorné).

Vsimnime si, ze sucet velkosti vnitornych uhlov mnohouholnikov, ktoré lezia okolo niektorého vrcholu
Stvorca, sa vzdy rovna 90°, okolo okrajového vrcholu 180° a okolo vnutorného vrcholu 360°.

S pomocou tohto delenia mdZeme zhora odhadnut hladany maximélny sucet uhlov v mnohouholni-

koch:

1. Vzdy existuja presne 4 vrcholy stvorca, ktoré spolu prispeja 4 - 90°.

2. Okrajovych vrcholov moze byt najviac 2 za kazda priamku (ak kazda priamka pretne Stvorec
v dvoch unikatnych vnatornych bodoch stvorca). Spolu mozu prispiet najviac 2n - 180°.

3. Vnitornych vrcholov méze byt najviac tolko, kolko je réznych dvojic v n-¢lennej mnozine
priamok, teda (;) = @ Spolu mozu prispiet najviac (g) - 360°.
Predchadzajucimi tivahami sme zistili, Ze na to, aby sme maximalizovali celkovy stcet uhlov, by
sme chceli, aby sa kazdéa dvojica priamok pretla v unikdtnom bode leziacom vnutri Stvorca a navyse
kazda z priamok pretinala stvorec v dvoch unikatnych bodoch leziacich vnutri stran Stvorca. Takto
sme nasli horny odhad maximalneho suctu. V zvysnej ¢asti rieSenia trikom ukézeme, zZe sa odhadnuté
maximum vzdy d& dosiahnut.

Je jednoduché rozlozit n priamok tak, aby sa kazdé dve pretli v unikdtnom bode — zvolime ndhodnu
priamku, a ak uz mame zvolenych k priamok a 1 < k < n, staci, ak zvolime smer priamky odligny
od smerov vSetkych k predchadzajucich priamok a nova priamku umiestnime tak, aby neprechadzala
ziadnym z uz existujicich priesecnikov (takto umiestnit priamku je mozné, pretoze v tomto kroku
konstrukcie existuje iba kone¢ne vela bodov, ktorym sa priamka musi vyhnut). Nova priamka pretne
vSetky predchadzajuce, pretoZe v rovine sa kazdé dve roznobezné priamky pretni. Ked takto skon-
Struujeme n priamok s (g) unikatnymi priese¢nikmi, zvolime 4 body tak, aby tvorili §tvorec, nelezali
na ziadnej zo zvolenych priamok a zaroven vsetky prieseéniky dvojic priamok lezali vnitri tohto
Stvorca (toto je opédtf mozné, pretoze vrcholy mozeme zvolit dostato¢ne daleko od seba, aby vsetky
priese¢niky lezali vnutri Stvorca uréeného tymito vrcholmi, a keby niektory zo zvolenych bodov lezal
na niektorej z n priamok, mézeme cely Stvorec pootocit (a pripadne este zvacsit) tak, aby vsetky
body lezali mimo zvolenych priamok). Nakoniec celti skonstruovant ststavu podobnymi transforma-
ciami (zvi¢8enim, zmenSenim, posunutim a oto¢enim) upravime tak, aby obraz nami skonstruovaného
Stvorca bol totozny so zadanym Stvorcom.

Najvacsi mozny stcet uhlov pre dané n je 4-90° +2n-180° + (5) - 360° = (2+2n+n(n—1))360°/2 =
n(n+1)+2-180°.

Uloha 2.10: Majme §tvorec ABCD. Vnitri strany BC' je bod E tak, ze |BE| = 36. Vnttri strany
CD je bod F tak, ze |DF| = 64. Usecka AF rozdeluje uhol EAD na polovicu. Aké je dlzka tsecky
AE?

Vysledok: 100

RieSenie: Obraz F’ bodu F' v otoc¢eni so stredom A zobrazujicom D na B leZi na polpriamke C'B
mimo usecky BC' tak, ze |BF'| = |DF| = 64. Z tohto, zhodnosti otoCenia, zhodnosti striedavych
uhlov a zhodnosti polovic uhla |[<AF'E| = |<AF'B| = |<AFD| = |[<FAB| = |[<BAE|+ |<EAF| =
|<BAE| + |<DAF| = |<BAE| + |<BAF'| = |[<EAF'|, ¢ize NAEF’ je rovnoramenny s hlavnym
vrcholom E, a teda |AE| = |EF'| = |BE| + |BF'| = 36 + 64 = 100.



36

64

F/

Uloha 2.11: Dany je §tvorec. Rozdelime ho rezmi v podobe priamok na n mnohouholnikov. Aky je
najvacsi mozny sucet vnutornych uhlov vSetkych mnohouholnikov v zavislosti od n?

Vysledok: n - 360°

Riesenie: Vrcholy jednotlivych mnohouholnikov mozeme rozdelit do troch kategorii. Bud je vrchol
priamo vrcholom $tvorca, alebo lezi na hrane Stvorca (tieto vrcholy nazvime okrajové), alebo lezi vo
vnutri Stvorca (tieto vrcholy nazvime vnutorné).

Vsimnime si, Ze sucet velkosti vniatornych uhlov mnohouholnikov, ktoré leZia okolo niektorého vrcholu
Stvorca, sa vzdy rovna 90°, okolo okrajového vrcholu 180° a okolo vnutorného vrcholu 360°.

Dokéazme, ze najvyssia mozna hodnota hl'adaného suctu je n-360°. Vykondme induktivny dokaz podla
n. Pre n = 1 tvrdenie ocividne plati. Uvazujme rozdelenie Stvorca tseckami na n mnohouholnikov,
kde n > 2, a predpokladajme, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo k£ mensie ako n je maximalny stucet uhlov
pri deleni Stvorca na & mnohouholnikov £ - 360°.

Odstranme niektoru z priamok a polozme, Ze pocet mnohouholnikov sa zmensil o k. Takto mame
pred sebou rozdelenie Stvorca na n — k& mnohouholnikov. Podla indukéného predpokladu je sucet
velkosti vnatornych uhlov tychto mnohouholnikov najviac (n — k) - 360°.

Jediny sposob, ako sa po¢et mnohouholnikov mohol zmensit, je, Ze dva mnohouholniky zdielali hranu,
ktora bola castou odobratej priamky, a po jej odobrati sa spojili do jedného mnohouholnika. Kedze
sa poc¢et mnohouholnikov zmensil o k, znamené to, Ze odobrata priamka bola povodne rozdelena
vnutornymi vrcholmi na k casti. To znamené, Ze vratenim priamky sa pocet vnitornych vrcholov
zvysi o najviac k — 1 a pocet okrajovych vrcholov sa zvysi o najviac 2.

Dokopy sa spatnym pridanim odobratej priamky zvysil sacet velkosti vniatornych uhlov mnohou-
holnikov najviac o (k — 1) - 360° + 2 - 180°. Spojenim tohto poznatku a indukéného predpokladu
dostavame, ze celkovy sticet vnutornych uhlov n mnohouholnikov je najviac

(n— k) -360° + (k — 1) -360° + 2 - 180° = n - 360°.

Ostéva najst rozdelenie stvorca na n mnohouholnikov, ktoré dosahuje hodnotu n - 360°. Stvorec staci
rozdelit n — 1 rovnobeznymi ¢iarami na n obdlZnikov.

Uloha 2.12: Najdite najmensie realne ¢islo k také, Ze pre vietky realne ¢isla z, y

2x 4+ 3y < ky/x? + 92

Vysledok: /13

RieSenie: Najprv si rozmyslime, Ze k musi byt kladné. KedZe dané nerovnost ma platit pre vSetky
realne x, y, tak musi platit aj pre x = 1 a y = 0. Ked si to dosadime, tak dostaneme, ze 2 < k.
Vieme, zZe k je aspon 2, teda urcite je kladné.



Ak nerovnost plati pre dvojicu nezépornych redlnych ¢&isel (z,y), tak uréite plati aj pre dvojice
(—z,y), (x,—y) a (—z,—y). Dosadenim —xz za z, respektive —y za y sa lava strana nerovnosti
zmensi (alebo zostane rovnaké v pripade 0) a pravé strana sa nezmeni. Z toho vyplyva, ze nam tlohu
staci riesit pre nezaporné x, .

Ked7e k. x, y st nezaporné, tak nerovnost modéZeme umocnit a d'alej upravovat.
) ) 9

(22 + 3y)? < E*(2* +17)
0 <K (2® +y°) — (22 + 3y)?
0 < k%2% + K%y — 4a? — 9y — 122y

Vsimnime si, Ze (3 — 2y)? = 922 + 4y — 12y, preto dant nerovnost vieme upravit do nasledovného
tvaru.

< (3x —2y)* + k%2 + K%y — 1327 — 13y°
< 3z —2y)* + (K — 13)(2” + )

Vyraz (32 —2y)? je vidy nezaporny. Ak zvolime k = /13, tak (k> —13)(224+y?) = 0, a teda nerovnost
plati pre vietky nezaporné realne z,y. Ak by k < v/13, tak by dana nerovnost neplatila napriklad
pre x = 2 a y = 3, pretoZe v tom pripade (3z — 2y)? = 0 a vyraz (k* — 13)(2? + y*) by nadobudol
zapornu hodnotu.

Preto najmensie mozné k, pre ktoré nerovnost plati, je v/13.



3. dast

Uloha 3.1: Kolkymi sposobmi vedia byt celé &sla od —7 do 7 zoradené tak, aby ich absoltatne
hodnoty vo vyslednej postupnosti boli nerastice?

Vysledok: 27 = 128

Riesenie: Najprv zistime vSetky absolitne hodnoty tychto ¢isel. Dostaneme 7, 6, 5, 4, 3,2, 1, 0, 1, 2,
3,4,5,6, 7. Pytame sa, kolkymi sposobmi mézeme zoradit tieto ¢isla tak, aby vysledna postupnost
bola nerastiica. Je zjavné, ze vysledna postupnost bude 7, 7, 6, 6, 5, 5, 4, 4, 3, 3, 2, 2, 1, 1, 0. Otazkou
uz ostava iba to, ako je zoradena kazdéa dvojica rovnakych ¢isel. Pre zoradenie kazdej z nich existuju
dve moznosti a dvojic je 7, teda pocet moznych zoradeni je 2-2-2-2-2-2.2 =27,

Uloha 3.2: Dlzky stran Stvorca na obrazku su 2, polkruznice prechadzaju stredom tvorca a maja
stredy v jeho vrcholoch. Vyznacené kruhy maja stredy na stranéch stvorca a dotykaja sa polkruznic.
Urcte sucet obsahov vsetkych vyznacenych kruhov.

Vysledok: 47(3 — 2/2)

Riegenie: Z Pytagorovej vety plati, ze dlzka uhlopriecky Stvorca je v/22 + 22 = /8 = 2v/2. Kedze
polkruznice prechadzaja stredom $tvorca, vieme, ze polomer jednej je polovicou dlzky uhlopriecky
Stvorca, C¢ize v/2. Z obrazku vidime, Ze priemer jedného vyznaeného kruhu dostaneme ako rozdiel
dvojnasobku polomeru polkruznice a strany Stvorca (kedZze na jednej strane Stvorca mame dva polo-
mery polkruZnic, no ich prienik je rovny priemeru vyznaceného kruhu). Preto je priemer vyzna¢eného
kruhu rovny 2v/2 — 2, a teda polomer /2 — 1. Nasledne vypoc¢tom pre obsah kruhu zistujeme, ze
obsah jedného vyznageného kruhu je 72 = w(v/2 — 1)? = 7(2 — 2v2 + 1) = 7(3 — 2v/2). Obsah
Styroch takych kruhov je preto 4m(3 — 2\/5)

Uloha 3.3: Majme kocku a uvazujme vietky trojuholniky s vrcholmi vo vrcholoch kocky. Kolko
roznych vnatornych uhlov sa v tychto trojuholnikoch objavi?

Vysledok: 5

RieSenie: Spojnice vrcholov v kocke mozu mat tri rozne dlzky — dizku hrany kocky, dizku uhlopriecky
steny kocky a dlzku telesovej uhlopriecky kocky. Prejdime postupne moznosti podl'a dlzky najkratse;
strany trojuholnika:

e Najkratsou stranou trojuholnika bude hrana, a teda dva vrcholy budu lezat na jednej hrane.
Nasledne mame dve moznosti, ako umiestnit treti vrchol — bud na niektoru zo stien, ktoréa ob-
sahuje uz prvé dva vrcholy (v takom pripade dostaneme rovnoramenny trojuholnik na niektore;
zo stien kocky, ktorého zakladnu tvori uhlopriecka strany Stvorca, a preto ktorého velkosti vnu-
tornych uhlov st zjavne 45° a 90°), alebo na protilahli hranu (stranami takého trojuholnika
budt hrana, uhlopriecka steny a telesova uhlopriecka, uhol zvierany hranou a uhloprieckou
steny bude urcite pravy, dalsie dve velkosti uhlov nam zatial nie st zname, avsak vieme, Ze s
navzajom rozne a rozne od 45°, pretoZze nejde o rovnoramenny trojuholnik).



e NajkratSou stranou trojuholnika bude uhlopriecka steny Stvorca, ¢ize dva najbliz§ie vrcholy
buda lezat na jednej stene, aviak nie na jednej hrane. Aby dlzka ziadnej strany trojuholnika
nebola kratsia ako uhlopriecka steny, nesmie treti vrchol lezat na hrane takej, na ktorej uz mame
zvoleny vrchol. Existuje len jeden vrchol kocky taky, aby bola dizka kazdej strany trojuholnika
rovna aspoin dlzke uhlopriecky steny Stvorca. V takom pripade nam vrcholy vytvoria rovno-
stranny trojuholnik, kde kazdé strana je uhloprieckou steny Stvorca, a teda kazdy vnutorny
uhol bude mat velkost 60°.

e Najkratsou stranou trojuholnika bude telesova uhlopriecka. Takyto trojuholnik vsak neexistuje,
pretoze z kazdého vrcholu kocky vychédza prave jedna telesova uhlopriecka, a teda neexistuje
trojuholnik, ktory by obsahoval dve spojnice takej dlzky.

Sta¢i nam uz len overit, ¢i sa niektory z dvoch nepoznanych uhlov nerovna 60° (zvysné dve velkosti
sme uz vylaéili). Nech méa kocka hranu dlzky a, potom dizka uhlopriecky steny kocky je z Pytagorovej
vety av/2 a dlzka telesovej uhlopriecky je z Pytagorovej vety av/3. Nech uhol zvierany hranou kocky
a telesovou uhloprieckou je o a uhol zvierany telesovou uhloprieckou a uhloprieckou steny je 8 (treti
uhol je zjavne pravy z vlastnosti kocky). Vieme, Ze tabul'kova hodnota sin 60° je rovna v/3/2. V nasom
trojuholniku je sina rovny pomeru protilahlej odvesny a prepony, ¢o je (av/2)/(av3) = v6/3,
analogicky sin 8 = a/(av/3) = v/3/3. KedZe sa ani jeden z pomerov nerovna tabulkovej hodnote,
vylacili sme, ze by sa ktorykol'vek z tychto uhlov zhodoval s akymkolvek inym.

Pri prechéddzani vSetkych mozZnosti sme narazili na uhly velkosti 90°, 60°, 45° a dvoch dalsich ne-
znamych, no nutne vzajomne roznych a zaroven réznych od zvysnych troch. Z toho vyplyva, Ze sa
nam moze spolu objavit 5 rdoznych velkosti vntatornych uhlov.

Uloha 3.4: Najdite sucet vSetkych realnych ¢isel z, ktoré su rieSenim rovnice:

(22 — T + 11)@—130+42) — 1

Vysledok: 27

RieSenie: Zamyslime sa najprv, kedy je éislo a’, kde a a b s redlne ¢&isla, rovné 1. Ak je a > 0,
tak musi byt bud a = 1, alebo b = 0, pretoze pre kazdé a # 1 je exponencialna funkcia f(z) = a®
prosté a platf a® = 1. Ziadna mocnina 0 nam nikdy neda 1 (Tahko overime, Ze 0° ndm na lavej strane
nikdy nevyjde, a tak sa tym nemusime trapit). Ak a < 0, tak nam nemusi vzdy vyjst realne &islo,
ale z vlastnosti exponenciélnej funkcie s kladnym zékladom si lahko rozmyslime, Ze ak |a®| = 1, tak
opit musi byt b = 0 (a® = 1 z definicie) alebo @ = —1. Rozoberieme preto 3 pripady (exponent rovny
0, zédklad rovny 1 alebo —1).

1. 2% — 13z 4 42 = 0: Vyriesime ttto rovnicu a zistime, Ze rieSenim je v = 6 a x = 7. Lava strana
rovnice je vtedy 5° resp. 11Y.



2. 2 — 7z + 11 = 1: RieSenim rovnice je x = 2 a x = 5. Lava strana rovnice je vtedy 1?°, resp. 1.

3. 22 — Tz + 11 = —1: RieSenim rovnice je z = 3 a x = 4. Lava strana rovnice je vtedy (—1)'2,

resp. (—1)5.

Ked7e pre kazdu zo Siestich pripustnych hodnot x vyjde l'ava strana rovnice naozaj rovna 1, kazda
z tychto hodnoét je rieSenim rovnice. Sticet rieSeni je teda 6 +7+2 45+ 3 + 4 = 27.

Uloha 3.5: Majme trojuholnik ABC. V strede BC' je bod N a niekde vo vnutri strany AB je bod
M. AN sa pretina s MC v bode X. Niekde vo vnitri XC' je bod Y. Pozname nasledujice obsahy:
SAMX = SXNY = S, SNYC’ = 7, SBMXN = 27. Zistite Vel’kOSt, S.

Vysledok: 8

Riesenie: Nakolko N rozdeluje BC' na polovice, zo Standardného vzorca na vypocet obsahu trojuhol-
nika dostaneme, ze ABN a ANC musia mat rovnaky obsah. Zo zadania Sypny = Spyxn + Savx =
27+ s, a preto Saxc = Sapy — Sxny — Snyc = 20.

Rozdelme si teraz Stvoruholnik BM X N tseckou BX na dva trojuholniky. Analogicky, trojuholniky
BNX a X NC majua rovnaky obsah, a to 7+ s, z ¢oho vyplyva Sgxy = Spuxny — Sevx = 20 — s.

C

Bod M deli stranu AB v nejakom pomere k = |AM|/|M B|. Opéat pouzitim vzorca pre obsah
trojuholnika, aj trojuholniky nad touto tseckou maji obsahy rozdelené v rovnakom pomere: & =

Samc/Susc = g;‘;g . Teraz si do vztahu uz len dosadime zname obsahy a upravujeme:

20+s s
34+s 20—s
400 — s? = s* + 34s
$24+17s—200=0

(s—8)(s+25)=0

Jediné kladné rieSenie je s = 8.

Uloha 3.6: Najdite vetky kladné celé n, pre ktoré plati tato rovnost:
1 1 1 n+1

l—=)l1l-=]...(1——= )= )

( 22) ( 32) ( n2) 2022

Riesenie: Vidime, Ze kazda zatvorka na Tavej strane rovnosti ma tvar (1 — %2) pret = 2,3,...,n.

21 o : —1)(i+1
T ¢o dalej vieme upravit na (@=D)(H)
1 1

Vysledok: 1011

Z toho si kazdu zatvorku vieme upravit do tvaru



Teraz sa pozrime na zlomky pre Tubovolné i — 1, ¢ a ¢ + 1, teda tri za sebou idtce zlomky v stéine
na lavej strane:

o @=2)p  -DE+1)  iE+2)
(i—1)¢i—1) 02 (i+1)(i+1)

Ked sa blizgie pozrieme na stredny z nich, ¢ize i-ty zlomok, prva zatvorka, ¢ize (i — 1), z jeho citatela
sa vykrati s jednou zo zatvoriek z menovatela predoslého zlomku, zatial ¢o druha, ¢ize (i + 1), sa
vykrati s jednou zo zéatvoriek z menovatela nasledujiceho zlomku. Rovnako jedno i z menovatela
sa vykrati s i z Gitatela predoglého zlomku a druhé sa vykrati s i z éitatel’a nasledujiiceho zlomku.
Takto sme vykratili cely -ty zlomok. Z predoslého zostalo uz len * Z— Aj vyraz v citateli, aj vyraz
v menovateli sa zase vykratia s vyrazmi v zlomku, ktory je pred nim. Tak isto zo zlomku nasledujicom

po i-tom zostalo uz len “ﬁ a oba vyrazy sa vykrétia s vyrazmi v zlomku, ktory ide po nom.

Takto sa vykratia vSetky zlomky v celom rade okrem tych, ktoré nemaju oboch susedov, ¢ize prvého
a posledného. Prvy zlomok, v ktorom ¢ = 2, vyzeral pévodne ako M avsak (2+ 1) z Citatela a
jedna z dvojok z menovatela sa vykréatili s nasledujicim zlomkom. Preto z neho ostalo uz len % Co
sa tyka posledného zlomku, v ktorom ¢ = n, pévodne vyzeral ako (n_l%#, avSak (n — 1) z citatela

a jedno n z menovatela sa vykratili s predchadzajticim zlomkom. To znamené, %e z neho ostalo iba
n+1
e

Celu rovnost zo zadania sme teda upravili do tvaru:

1 n+1_n+1
2 n 2022

Dalsimi apravami prideme na jediné mozné n:

n+1 _n+1
on 2022
on = 2022

n = 1011

Uloha 3.7: Nech f(n) znaéi najmensie prvoéislo, ktoré deli kladné celé ¢islo n vicsie ako 1. Najdite
vietky rieSenia pre n? + 2f(n) + 1 = (2m + 1)2, kde m, n st kladné celé ¢isla a n je vicsie ako 1.
Vysledok: m =1,n =2

RiesSenie: KedZe 2m + 1 je neparne &islo, tak prava strana rovnice (2m + 1)? bude uréite neparne
¢islo. Z toho plynie, Ze aj Tava strana n? + 2f(n) + 1 musi byt neparna. Ak by n bolo neparne ¢islo,
tak potom n? je neparne, 2f(n) parne, 1 neparne a v stcte celkovo n? +2f(n) + 1 bude nutne parne
¢islo. Tento pripad nevyhovuje, a teda n je parne cislo.

V pripade, Ze je n parne ¢islo, tak najmensi prvociselny delitel n bude vzdy 2, ¢ize mame f(n) = 2.
Po dosadeni do rovnice:

n+2-2+1=2m+1)°
n —i—5—(2m—i—1)2
=(2m+1)* —
=2m+1+n)2m+1—n)



Oba vyrazy v zatvorkach su celé ¢isla. A kedZe prva zatvorka 2m + 1 4+ n je navyse kladné ¢islo, tak
aj druha zatvorka 2m + 1 — n musi byt kladné ¢islo. Jediny sposob, ako vyjadrit 5 ako st¢in dvoch
celych kladnych &isel, je 5- 1, a kedze prva zatvorka je vicsie ¢islo, tak dostdvame dve rovnice:

2m+14+n=>5
2m+1—n=1

Suctom rovnic dostavame 4m + 2 = 6, a teda m = 1. Dalej uz len doratame n = 2. Ukézali sme, zZe
jediné vyhovujtce rieSenie je dvojicam =1, n = 2.

Uloha 3.8: Aké je najmensie k také, 7e kazda podmnozina velkosti k& mnoziny {1,...,2022} musi
obsahovat dvojicu ¢isel, ktoré sa liSia prave o 227

Vysledok: 1013

Riesenie: Podme zistit, kolko najviac prvkov mnoZiny vieme vybrat tak, aby Ziadne dva nemali
rozdiel 22. Potom budeme vediet, Ze pre kazdé k vacSie ako tento pocet musi platit, Ze sa tam
nachadza aspon jedna dvojica prvkov s rozdielom 22.

Cisla z mnoziny si vieme sparovat do dvojic s rozdielom 22. Potom budeme vediet, Ze z kazdej dvojice
¢isel moézeme vybrat maximalne jedno. Parovat ich budeme takymto spésobom: pdjdeme od 1 a kazdé
¢islo, ktoré eSte nema par, sparujeme s ¢islom o 22 vacsim, pokial existuje. Tymto spésobom sa 1
sparuje s 23, 2 s 24 a7 22 so 44. Potom, kedZe ¢isla 23 az 44 uZz maju dvojicu, pokracujeme sparovanim
45 so 67, 46 so 68 atd. Takto budeme pokracovat az kym déjdeme k ¢islu 1981, ktoré sparujeme s
2003, 1982 s 2004, ..., 2000 s 2022. Takze dostaneme dve nesparované ¢isla (2001 a 2002) a 1010
dvojic. Nesparované ¢isla mozeme vybrat obidve a z kazdého paru mozeme zobrat maximélne jedno.
Maximéalny teoreticky mozny pocet vybratych prvkov je teda 1012.

Teraz si este musime ukazat, ze skutocne ide vybrat 1012 ¢isel bez toho, aby sa tam nachadzali dve
s rozdielom 22. To urobime tak, Ze prva 22-icu vyberieme, druht nie, tretiu opéat ano atd. Nachadza
sa tam 91 celych 22-ic (9122 = 2002). Z nich vyberieme kazdu druha poc¢nic prvou, ¢ize 46. Vybrali
sme 46 - 22 = 1012 ¢isel.

Podarilo sa nam teda urcit, ze maximalny pocet prvkov, ktoré vieme do podmnoziny vybrat, je 1012.
To znamené, Ze najmensie k také, Ze kazda podmnozina velkosti k& musi obsahovat dvojicu ¢isel,
ktoré sa lisia prave o 22, je 1013.

Uloha 3.9: Najdite najvicsie kladné celé ¢islo n také, ze n = a® + b2, kde a je najmensi delitel n
rozny od 1 a b je hocijaky delitel n.

Vysledok: 20

Riesenie: Ak by ¢islo n bolo neparne, tak by aj vSetky jeho delitele boli neparne. A teda a aj b by
boli neparne, ¢ize aj a® a b by boli neparne. Aviak n = a? + b2 by bol stiéet dvoch neparnych &isel,
¢o je parne ¢islo, ¢im sme dosli k sporu. n teda nemdze byt neparne ¢islo a musi to byt parne ¢islo.
To znamen4, 7e a = 2 a a? = 4.

Polozme y = %. Potom y je prirodzené ¢islo, kedze b je delitel n. Ked cela rovnicu n = 4 + b°
predelime b, dostaneme y = % +b. KedZe y aj b st prirodzené ¢isla, aj % musi byt prirodzené ¢islo, a
teda b | 4. Maximalna hodnota je tym padom b = 4, z ¢oho maximéalna hodnota n je n = 22 +4% = 20.

Uloha 3.10: Majme mnohosten, ktory neméa dve steny leziace v jednej rovine ani dve hrany leziace
na jednej priamke. Aky je najvyssi pocet hran, pre ktory takyto mnohosten neexistuje?

Vysledok: 7



RieSenie: Ukédzeme, Ze nevieme skonstruovat mnohosten, ktory by mal 7 hran a zaroven pre kazdy
vacsi pocet mnohosten skonstruovat vieme. Majme celé ¢islo n > 3. Potom mnohosten s poc¢tom
hran 2n skonstruujeme ako ihlan s podstavou pravidelného n-uholnika. Nésledne mnohosten, ktory
mé 2n + 1 hrén, ziskame rozdelenim podstavy ihlana nejakou uhloprieckou a miernym sklopenim
vzniknutych ¢asti podstavy. Je zjavné, Ze takto vzniknuté mnohosteny spliiaji podmienky zadania.

Zostéva ukazat, ze mnohosten so siedmimi hranami skonstruovat nevieme. V pripade, ak by mal
mnohosten 4 steny, kazda musi mat prave 3 hrany, ¢o je dokopy 6 hran. Ak by jedna stena mala
asponi 4 hrany, tak kazda hrana je zdielana s inou stenou, ktorych je dokopy preto aspon 5. Ale ak
by mal mnohosten stien 5 (alebo viac), tak dokopy je hran aspon %, kedZe kazda stena mnohostenu
musi mat aspon 3 hrany a kazda hrana patri prave do dvoch stien. To je vSak viac ako 7.

Uloha 3.11: Majme 25-uholnik. Kolkymi spésobmi z neho vieme vybrat 5 vrcholov tak, aby medzi
kazdymi dvoma vybratymi vrcholmi boli asponn 3 nevybraté vrcholy?

Vysledok: 5(3) = (,7,) = 9!/(414!) = 630

44,1
RieSenie: Ocislujme si vrcholy celymi ¢islami od 0 do 24 v poradi. Zamerajme sa na prvé tri vrcholy
(0, 1 a 2). Podla ich vybranosti si rozdelme vSetky pripustné pétice vrcholov na Styri skupiny —
obsahujuce 0, obsahujtce 1, obsahujice 2 a neobsahujtce 0, 1 ani 2. Zjavne tieto skupiny pokryvaju
vietky pétice. Vzhladom na trojvrcholové rozostupy medzi vybranymi vrcholmi nemézeme z prvych
troch vrcholov vybrat viac neZ jeden, takZe sa naSe $tyri skupiny neprekryvaja. Preto hladany pocet
moznych pétic je sui¢tom poctov patic v tychto Styroch skupinach.

Este si uvedomme, Ze prvé tri skupiny sa liSia iba otocenim celych péatic. Kazda totiz pocita to isté
— pocet péatic obsahujicich jeden fixny vrchol. Preto pocty péatic v nich su si rovné.

Pozrime sa teda na prvu skupinu, kde st v8etky pétice obsahujice vrchol 0. Akakolvek takd pé-
tica nemoze obsahovat vrcholy 1, 2, 3, 22, 23 ani 24. Zostava vybrat Styri vrcholy z vrcholov 4 az
21 tak, aby medzi dvomi vybranymi boli vzdy aspon tri nevybrané. Tu uz nie je dolezité, ze sme
na mnohouholniku, mézeme si pokojne ,rozvinit“ spominanych osemnést vrcholov do radu. Tam
za kazdym z prvych troch vybranych vrcholov nasleduja tri nevybrané. Ked v konfiguracii daného
mozného vyberu Styroch z osemnastich odstrdnime prvé tri nevybrané za kazdym z prvych troch
vybranych, dostaneme nejakt moznost, ako vybrat Styri vrcholy z deviatich. Zaroven z kazdej kon-
figuracie ,,8tyroch z deviatich® vieme vloZzenim troch nevybranych za prvé tri vybrané vyrobit Styri
z osemnastich s nasim obmedzenim, takze v prvej skupine je pétic presne (Z). (Trochu ina avaha je
pozriet sa na to tak, Ze zacneme s trinastimi vrcholmi — $tyrmi vybranymi a deviatimi nevybranymi
— a poslednych pat nevybranych vrcholov mame nejako rozdelit medzi pat medzier, ¢o je tloha na

oddelovace s vysledkom (*F°71).)

V druhej a tretej skupine je tym padom tiez po (Z) pétic.

Zostéava stvrta skupina. V tej mame vylacené prvé tri vrcholy, nuz zostava vybrat pat zo zvySnych
dvadsiatich dvoch, zachovavajic trojvrcholové rozostupy. Ako pri rieSeni prvej skupiny, aj tu si dvad-
satdva vrcholov uz moézeme rozvinut a dvanast pohltit alebo delit pat nevybranych vrcholov do
Siestich medzier medzi vybranymi, ¢im dostaneme (150) moznosti.

Dovedna existuje 3(3) + () = 5(}) = 9!/(4!4!) = 630 pripustnych ptic.

Uloha 3.12: Graf kubického polynému @+ ax?+ bz + ¢ vytina na nejakej priamke rovnobeznej s osou
x dve usecky dlzky 1. Zaroveii vytina dve tsecky aj na niektorej priamke rovnobeznej s priamkou
z = y. DIzka jednej z tychto tsediek je v/2. Aké je dlzka druhej z nich?

Vysledok: (v/21 —1)/v/2

RiesSenie: V tlohe mame v rovine tri krivky — graf kubického polynému a dve priamky. Prva veta
zadania hovori, Ze graf a prva priamka maju tri spolo¢né body s rozostupmi vo velkosti 1. Oznac¢me
prostredny z nich (d,e) (takze krajné buda (d — 1,e) a (d+ 1,¢)).



Posufime nase tri krivky o (—d, —e). Graf sa zobrazi na graf (z + d)* + a(z + d)? + b(z + d) + ¢ — e,
¢o je znova kubicky polyném, dokonca znova monicky (majici pri ¢lene s najvyssim exponentom
koeficient 1) — ¢itatel sa moze presved¢it roznasobenim. Tri spolo¢né body grafu a prvej priamky sa
zobrazia na (—1,0), (0,0) a (0,—1), ¢iZe prva priamka sa zobrazi na os z. Posunutie zobrazi druhu
priamku na nejaku jej rovnobezku, teda opét na niektora rovnobezku priamky y = x.

Posunutie je zhodné zobrazenie, vdaka omu st zachované vietky dlzky zo zadania, aj dlzka v/2,
aj dlzka hladana. To znamena, Ze sta¢i tlohu riesit na posunutych krivkach a dizka druhej tsecky
vytatej na obraze druhej priamky je hned vysledkom tlohy.

N&$ novy polynéom je monicky kubicky polyném, ktorého graf prechadza bodmi (—1,0), (0,0) a
(0, —1), ¢ize majuci korene —1, 0 a 1. Vo vSeobecnosti plati, ze polynom p(x — z1)(x — x9)(z — x3)
méa korene xq, r9 a x3 a polyném s tymito koreiimi musi mat tento tvar, takze nas polyném je
jednoznacne urceny. Je rovny z(x + 1)(z — 1) = 2* — z. Druha priamka je pre nejaké realne k& dana
rovnicou y = x + k.

LCubovolné dva body na tejto druhej priamke sa daja zapisat ako (r,r + k) a (s,s + k), z ¢oho ich
vzdialenost bude /(r — )2+ (r + k — s — k)2 = v/2|r — s|. Potom koncové body tsecky dlzky v/2
musia mat z-siradnice ligiace sa o 1 (a y-stradnice rovnako). Odtial informéacia o priese¢nikoch grafu
a druhej priamky hovori jednak, Ze rovnica 23 — x = x + k ma tri rieSenia, z ktorych niektoré dve
(nie v8ak dve krajné¢) maji rozdiel 1, jednak, Ze vysledna hladana vzdialenost bude st¢inom /2 a
rozdielu druhych dvoch susednych. RieSenia uvedenej rovnice st korene polynému z° — 2x — k, ktoré
si teda oznac¢me x1 — 1/2, x1 +1/2 a xs.

Z tohto oznacenia a monickosti polynému plynie, ze (pre vSetky realne x)

1 1
P2t k=(z—a+=) (21— 2 ) (z—29)
2 2
o)

1
=3 — (221 + x2)x2 + (x% + 23119 — Z) T — m%xg + 1

Porovnanim koeficientov pri linearnych a kvadratickych ¢lenoch dostéavame (nanestastie kvadraticki)
ststavu dvoch rovnic s dvomi neznamymi.

ZE%+2I1I2 — Z = -2
—21'1 — X9 =0

Z druhej rovnice vyjadrime, ze x9 = —2z7, ¢o takto dosadime do prvej rovnice a dostaneme, Ze
—322 = —7/4. Odtial uz |z;| = V7/(2v/3). Mézeme dopocitat, ze korene z° — 22 — k st

VIVI-VB VIRV [ VBT VB VT VA
V3 23 2 VRV RS

alebo (aj ked bez dopocitania mozno nemame istotu, ze to naozaj vyjde) vyjadrit, ze ked xo padne
(ako ma) mimo intervalu (z; — 1/2, 21 + 1/2), tak hladana vzdialenost je

\/§<|:p2—x1|—%) :ﬁ(|—2x1—x1|—1)

2



o) ""..f'lo

e
:..'.-.-.r

autori: Erik Berta, Viktoria Brezinova, Martin Gbur, Jakub Genc¢i, Matej Hanus,
Peter Kovacs, Martin Masrna, Matus Masrna, Michal Masrna, Lujza Milo-
tova, Kristina Mislanova, Erik Novéak, Daniel Ondus, Patrik Palovéik, Jan
Richnavsky, Zaneta SemaniSinova, Martin Spigak, Timea Szoll6sova

recenzia a uprava: Matej Hanus, Roberta Jurikova, Martin Masrna, Matis Masrna

nazov: Kosicky Matboj — 27. 10. 2022

vydavatelia: Univerzita Pavla Jozefa Safarika v Kogiciach, Prirodovedecks fakulta
Zdruzenie STROM

web: seminar.strom.sk/sk/matboj



https://seminar.strom.sk/sk/matboj

