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1. cast

Uloha 1.1: Existuju tri prirodzené ¢&isla n vicsie ako 1, pre ktoré plati, Ze ak ¢islom n vydelime &isla
37 a 47, dostaneme rovnaky zvysSok. Urcte sucet tychto troch ¢isel.

Vysledok: 17

Riesenie: Nasou ulohou je najst vsetky ¢isla n (vacsie ako 1) také, ze ¢isla 37 a 47 davaja rovnaky
zvySok po deleni ¢islom n. Ak dve ¢isla davaja rovnaky zvySok po deleni jednym &islom (v nasom
pripade n), tak ¢islo n deli rozdiel tych dvoch ¢isel, pretoze:

A7T=n-a+z

37T=n-b+z
47-37=n"(a—b)

Preto n deli 47 — 37 = 10. Takéto prirodzené n vacsie ako 1 mame prave 3. Konkrétne su to 2, 5 a 10,
teda ich sucet je 2+ 5+ 10 = 17.

Uloha 1.2: Styria kamarati povedali nasledovné vyroky:

e Matus: ,Dvaja z nas hovoria pravdu.”
e Martin: ,Robo aj Pato klamua.“
e Robo: , Pato klame.“

e Pato: ,Matus aj Robo hovoria pravdu.*

Napiste mena vSetkych kamaratov, ktori hovorili pravdu.
Vysledok: Robo

Riesenie: Na zaciatok predpokladajmne, Ze by Martin hovoril pravdu. Potom Robo aj Pato musia
klamat. Robo vSak vravi, ze Pato klame, ¢o je pravda. Preto Martin klame, a teda aspon jeden
z dvojice Robo a Pato hovoria pravdu (obaja ju v8ak hovorit nemoézu, lebo ak by Robo vravel
pravdu, tak potom podla jeho vyroku musi Pato klamat a nemoze tiez hovorit pravdu). Rozoberme
teda 2 moznosti:

1. Pato hovori pravdu (a Robo klame), teda Matus a Robo hovoria pravdu. To vSak nemdze byt
pravda, lebo Robo musi klamat.

2. Robo hovori pravdu (a Pato klame), Pato teda klame (¢o sedi), preto aspon jeden z dvojice
Matus a Robo musia klamat. KedZe Robo hovori pravdu, tak Matas musi klamat. Overme
si teraz jeho vyrok. Pravdu hovori len Robo, ¢o nie sii dvaja z nas. Tato moznost vyhovuje.

Pravdu hovori iba Robo.

Uloha 1.3: Dlzky hran kvadra tvoria tri po sebe idtce ¢leny geometrickej postupnosti s koeficientom
k (kazdy ¢len postupnosti vznikne z predchadzajiceho prenasobenim &islom k). Dlzky dvoch z hran
kvadra st 5 a 8 centimetrov. Aky je najmensi mozny objem kvadra?

Vysledok: 125

Riesenie: Oznacme si treti rozmer r. Potom mame len tri moznosti, ako mézu byt ¢leny postupnosti
zoradené - (r, 5, 8), (5, r, 8) alebo (5, 8, r). Mézeme si vSimnut, ze by sme mohli napisat aj dalsie
tri, ktoré by mali opacné poradie. To by vSak znamenalo len to, Ze k£ by malo prevrateni hodnotu,
ale r by bolo rovnaké pre obe poradia.



Ked7ze rozmery kvadra su kladné ¢isla, & musi byt tiez kladné. To znamena, Ze postupnost je mono-
tonna, a teda r bude najmensie v prvej moznosti zoradenia, pretoze je v nej r < 5 pricom v ostatnych
r > 5.

Pouzitim najmensieho r vznikne aj najmensi objem, lebo 5 a 8 st nemenné. Preto uvazujme r z prvej
moznosti.

Najskor doratajme k:

k-5=8
et
5
7, ¢oho vieme doratat r: .
k-r=—--r=5
5
5 25
—5.- ==
PTYTRTR
Ostéava doratat este objem:
25

0:r-5-8:§-5-8:125

Uloha 1.4: Kolkymi spoésobmi vieme ofarbit vrcholy doméeka dvoma farbami tak, aby Ziaden troj-
uholnik nemal v8etky vrcholy jednej farby?

Vysledok: 8

RieSenie: Pre jednoduchost si trojuholniky rozdelime na telo (spodnych 5 vrcholov) a na strechu
(vrchny trojuholnik).

Vsimnime si, ze v tele sa nachadza 5 vrcholov, ¢ize aspon 3 musia mat rovnaku farbu. Zaroven vsetky
trojice bodov, ktoré nelezia v priamke, vytvoria trojuholnik (medzi trojuholniky ratame aj tie, ktoré
maju celt uhlopriecku ako svoju stranu). Preto, aby Ziaden trojuholnik nemal vrcholy tej istej farby,
musia 3 vrcholy rovnakej farby lezat na jednej priamke a zvysné 2 vrcholy musia byt vyfarbené
druhou farbou.

Teraz mame 2 moznosti na polohu vrcholov na priamke - bud na jednej alebo na druhej uhlopriecke
tela. Taktiez mame 2 moznosti na to, akou farbou budu vrcholy tejto uhlopriecky vyfarbené. To su
dokopy 4 moznosti na ofarbenie tela.

V&imnime si, Ze v kazdom pripade budu mat dva vrcholy, ktoré zdiel'a telo a strecha, navzajom réznu
farbu. Z toho vyplyva, ze na farbe posledného vrcholu na streche nezélezi, mame pren 2 moznosti.
Dokopy mame 4 x 2 = 8 moznosti.



Uloha 1.5: Na obrazku je &tvorec PQRS a na jeho stranach s vyznacené body T' a U. Strany
Stvorca a usecky QT', QU a TU oddeluju tri plochy s obsahmi A, B a C. Vieme, Ze pre vyznacené
obsahy ploch plati A+ B = C. Zistite dlzku strany x Stvorca PQRS.

P 3T S
C
A
Z
U
5 5
Q v R

Vysledok: 15

RieSenie: Ako prvé si vyjadrime pomocou dizky x velkost obsahov A a B, a nasledne C. Vieme, Ze
v8etky tri spominané plochy st obsahy pravouhlych trojuholnikov (pretoze PQRS je Stvorec). Preto
staci vynasobit dlzky odvesien tychto trojuholnikov a stcin vydelit dvoma.

A=
2

B=2
2

C:A—FB:S;:ZLI

Vyjadrime si C' pomocou |T'S| a |SU|. KedZe strana Stvorca je x, tieto dlzky st postupne x — 3
a z — 5. Teda dostavame:

(x — 3)(x — 5) :x2—8x+15

¢= 2 2

Ked to spojime s predoslou tvahou, dostavame:

x? —8x + 15
2

8r =12 —8xr+15

4y =

1? =164+ 15=0

(x—=1)(x—=15)=0
Z toho dostavame korene z = 1 a x = 15. Vidime, Ze strana Stvorca nemdze byt 1, pretoze tisecky
TS a SU by mali zaporné dlzky, preto z = 15.
Uloha 1.6: Najdite najmensie kladné celé ¢islo n také, ze n aj n+ 1 maju ciferny sucet delitelny 14.

Vysledok: 5 899 999 999 999



RieSenie: Najprv si rozmyslime, ako sa moze 1isit ciferny stucet dvoch po sebe iducich ¢isel. Ak ¢islo
n nekon¢i na 9, potom mé n+ 1 o 1 vyssi ciferny sacet. Ak n koné¢i jednou cifrou 9, tak bude rozdiel
ciferného suc¢tu n + 1 a n rovny —9 + 1 = —8. Vo vSeobecnosti, ak n konéi £ ciframi 9, rozdiel
cifernych suc¢tov n 4+ 1 a n bude —9k + 1, pretoze pri pripoc¢itani 1 sa k cifier 9 zmeni na 0 a pred
touto postupnostou cifier 9 sa pripocita alebo pribudne ¢islo 1. KedZe oba ciferné suc¢ty maja byt
delitelné 14, musi byt delitelny 14 aj tento rozdiel. Zaroven hladame ¢o najmensie n preto chceme,

vy

Najmensie k, pre ktoré 14 deli —9k + 1, je k = 11. Ak n kon¢i 11 ciframi 9, tak ostatné cifry n
musia mat sucet, ktory dava zvySok 13 po deleni 14 (pretoze 9 - 11 = 99 dava zvySok 1 a cely
ciferny sucet ma byt delitelny 14). To sa nam podari pridanim najmenej 2 cifier, pricom chceme,
aby n zacinalo ¢o najmensou cifrou. Dvojica 4 a 9 nevyhovuje kvoli tomu, Ze by zmenila hodnotu
k. Najmensie vyhovujuce n preto dosiahneme volbou prvych dvoch cifier rovnych 5 a 8. Mame teda
n = 5899999999999 (11 cifier 9 na konci) a zrejme vyssou hodnotou k mensie vyhovujtce n neziskame,
takze sme nasli rieSenie.

Uloha 1.7: Majme postupnost celych ¢isel {az}, kde a; = 1 a Gpym = ap + am + nin pre vietky
kladné celé ¢isla m a n. Aka je hodnota asgas?

Vysledok: 2 045 253

RieSenie: Najprv si uvedomime, ze vdaka tomu, ako je postupnost tvorena, plati ap = ap_1 + a; +
1-(k—1). Vieme, Ze a; = 1, preto si dany vyraz prepiSeme na ay = a1+ 1+ (k—1), z ¢oho vyplyva,
ze ar, = ap—1 + k. Takymto spdsobom si vyjadrime aj a1 = ax_2 + (k — 1). Ak by sme teraz zobrali
k = 2022, tak takymto postupnym rozpisovanim dostaneme asge = a1 + (k — 2020) + (k — 2019) +
-+ (k —1) + k, kde po dosadeni k = 2022 a a; = 1 dostaneme agpoe = 1 + 2 + -+ - + 2021 + 2022.
Na sc¢itanie tohto vyrazu pouzijeme suc¢tovy vzorec, ktory nam vravi, zZe sucet prvych n prirodzenych
¢isel je rovny %ﬂ) Preto, asges =1+ 2+ -+ - + 2021 + 2022 = 2 045 253.
Uloha 1.8: V nadobe st 2 71té, 4 ¢ervené a 6 modrych gulocok. Po jednej ich vytahujeme a zaha-
dzujeme. AK4 je pravdepodobnost, Ze vytiahneme obe 7Z1té gul6¢ky predtym, ako vytiahneme ¢o i len
jednu ¢ervend?

Vysledok: %

Riesenie: Na tvod si mdézeme uvedomit, ze vytiahnutie modrej gul6¢ky nijako neovplyvni splnenie
naSej podmienky. Modré gul6cky preto modZzeme ignorovat a predpokladat, Ze v nadobe st iba 2 Zlté
a 4 Cervené gulocky. Potom je uz len jedinid moZnost, ako vieme vytiahnut obe ZIté gulocky skor ako
prvi ¢ervenu. Pri prvom vytiahnuti mame 2 zo 6 moznosti na vybratie Zltej guldcky a pri druhom
uz len 1 z 5 moznosti. Vysledna pravdepodobnost teda bude % . % = %

Uloha 1.9: Majme pravouhly lichobeznik, do ktorého je vpisana kruznica, ktora rozdeluje jedno
jeho rameno na dve casti s dlzkami 4 a 9. Urcte obsah lichobeznika.

Vysledok: 150

RieSenie: Oznac¢me vsetky body ako na obrazku, pricom W, XY a Z st body dotyku vpisanej
kruznice. Zo zadania mame, ze |CZ| = 4 a |ZB| = 9. Z vlastnosti vpisanej kruznice vieme, Ze susedné
tseky od vrcholu lichobeznika po body dotyku st rovnako dlhé, teda |WC| = |CZ| =4 a |YB| =
|BZ| = 9. Tuto vlastnost vpisanej kruznice si moézeme Iahko odvodit. Pozrime sa napriklad na tuseky
pri vrchole C. Vieme to ukazat z toho, ze trojuholniky CW.S a CZS st zhodné, pretoze |W S| = |ZS)|
(polomer kruznice) a uhly maja rovnaké, kedze |[ZCW S| = |ZCZS| = 90° a |[LZWCS| = [£ZCS|
(stred vpisanej kruznice je priese¢nikom osi uhlov, a teda C'S je os uhlu WCZ).



»n

Pétu kolmice z bodu C na usetku AB ozna¢ime P. Potom vieme, ze |PB| = |YB| — |[YP| =
9 — |WC| =9 —4 = 5. Vznikol nam pravouhly trojuholnik PBC, ktorého jedna odvesna mé dizku 5
a prepona dlzku 13. Z Pytagorovej vety doratame, ze dlzka druhej odvesny CP je 12. To je zarovei
aj vyska nasho lichobeznika.

Kedze |WY| = |CP| = 12, polomer vpisanej kruznice je 6, teda |[AY| = |DW| = 6. Teraz vieme, ze
nas lichobeznik ma zakladne s dlzkami |DC| = |DW |+ |W(C| =6+4=10a |AB| = |AY |+ |YB| =
6 + 9 = 15. Staci uz len doratat obsah lichobeznika ako ((10 + 15) - 12)/2 = 150.

Uloha 1.10: V krajine Stroméakovo je 2022 miest, ktoré st navzajom pospéjané cestami. Plati, ze
z kazdého mesta idu 1 alebo 3 cesty. TaktieZ plati, Ze z kazdého mesta sa vieme do akéhokolvek iného
mesta dostat prave jednou trasou (neexistuje cyklus). Kol'ko je miest, z ktorych vedia iba jedna cesta?

Vysledok: 1012

RieSenie: Podme najprv zistit, kolko mame dokopy ciest. Zoberme si nejaké mesto, do ktorého
vedie jedna cesta a predstavme si, Ze by zmizlo. Nasledne mozeme odstranit aj tato cestu, kedze
uz nikam nevedie. Takto mozeme postupne odstranovat mesta a s kazdym mestom zmizne aj jedna
cesta. Napokon zostane iba jedno mesto. To znamena, Ze ciest bolo o jedna menej ako miest, Cize
2021. Mesto, z ktorého vedie iba jedna cesta, budeme vzdy vediet najst, inak by to znamenalo, Ze
existuje cyklus.

Oznacme si a pocet miest, z ktorych vedie jedna cesta a b pocet tych, z ktorych vedu tri. Potom
musi platit a + b = 2022 a zaroven a + 3b = 2 - 2021 = 4042, kedze kazdu cestu zaratame v meste,
kde zacina, aj tam, kde kon¢i. Nasledne rovnice od seba odé¢itame, ¢im dostaneme 2b = 2020 z ¢oho
b= 1010 a a = 1012. Preto pocet miest, z ktorych vedie len jedna cesta je 1012.

Uloha 1.11: Odvesny pravouhlého trojuholnika ABC' s pravym uhlom pri vrchole C' maja velkosti
a, b. Nad preponou tohto trojuholnika je zvonku zostrojeny Stvorec. Vypocitajte vzdialenost stredu
tohto stvorca od vrcholu C.

- . V2(atb)
Vysledok: ~—=5—

Riesenie: Okolo stvorca ABDFE zostrojeného nad preponou AB si rovnako dokreslime trojuholniky
zhodné s trojuholnikom ABC (BDF, DEG, EAH). Vznikol nam §tvorec CFGH opisany Stvorcu
zo zadania. Preco je to stvorec? Ukazeme, Ze bod B lezi na strane C'F', teda uhol C' BF je priamy (ob-
dobne to potom plati aj pre ostatné vrcholy stvorca ABDE). Ozna¢me « velkost uhla C'AB, potom
|ZCBA| = 90° — a (z pravouhlého trojuholnika ABC') a |ZFBD| = « (zo zhodnosti trojuholnikov
ABC a BDF). Uhol ABD je pravy (ABDE je $tvorec), preto |[ZCBF| = (90° —a) 4+ 90° +«a = 180°,
teda bod B lezi na strane C'F.
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Teraz si musime uvedomit, Ze bod C je stredovo simerny s bodom G podla stredu S. Je to viditelné
z toho, ako sme zostrojili zhodné trojuholniky, no vieme si to jednoducho overit dopoc¢itanim par
uhlov, ktoré obdobne ako v predchiddzajicom odseku ukazu, ze uhol C'SG je priamy a trojuholniky
CSA a GSD st zhodné podla vety sus. Preto je bod S stredom tsecky CG, teda |CS| = |SG|
(vyplyva taktiez zo zhodnosti spominanych trojuholnikov). Vzdialenost stredu stvorca S od bodu C'
je tym padom polovica uhlopriecky stvorca CFGH. Vieme, ze dlzka strany stvorca CFGH je a+ b,
teda mozeme vypoéitat dizku uhlopriecky CG ako /2(a 4 b)2 = v/2(a + b). Vzdialenost bodu C od
stredu stvorca je v/2(a + b)/2.

Uloha 1.12: Kazda hranu pravidelného tvorstena ofarbime jednou z troch farieb. Aka je pravde-
podobnost, Ze aspon jeden vrchol susedi s hranami troch réznych farieb?

Vysledok: %

RieSenie: PomoZzeme si ndkresom Stvorstenu:

B C

Stvorsten ma 6 hran, vietkych moznych ofarbeni teda bude 35. Podme zistif, pri kolkych aspoil
jeden vrchol susedi s hranami troch réznych farieb. Pre kazdy zo Styroch vrcholov zistime velkost
mnoziny ofarbeni, pri ktorych susedi s hranami troch roéznych farieb. Odpovedou potom bude velkost
zjednotenia tychto Styroch mnozin. Na jej vypocet pouzijeme princip inkluzie a exklizie.



Nech M4 je mnozina ofarbeni, pri ktorych vrchol A susedi s hranami troch réznych farieb. Aka bude
velkost mnoziny M4? Hrany 1, 4 a 5 musia byt ofarbené kazda inou farbou, mame teda 3-2-1 =06
moznosti na ich ofarbenie. Hrany 2, 3 a 6 potom mozu byt ofarbené I'ubovolne, mame teda 33
moZnosti na ich ofarbenie. Rovnaké tivaha bude platit pre mnoziny Mg, Mo a Mp. A teda |My| =
|Mp| = |Mc| = |Mp| =6-3% =162.

Niektoré ofarbenia sme vsak zapocitali vo viac ako jednej mnozine. Oznac¢me teda M,p mnozinu
ofarbeni, kde vrcholy A a B susedia s hranami troch roéznych farieb. Aka bude velkost mnoziny
Map? Opéat mame 3-2-1 = 6 moznosti na ofarbenie hran 1,4,5. Potom na dofarbenie hréan 2,6 mame
len 2-1 = 2 moznosti (musia mat rozne farby ako hrana 4). Hranu 3 mozme ofarbit Tubovolne, to st
teda 3 moznosti. Velkost mnoziny M4p je teda 6-2-3 = 36. Rovnaké tvaha bude platit pre mnoziny
Mac, Map, Mpc, Mpp a Mcp.

Podme sa teraz pozriet na to, ako by vyzeralo ofarbenie, pri ktorom 3 vrcholy susedia s hranami
troch roznych farieb. Nech tieto vrcholy si A,B,C. Ofarbime nejako hrany 1,4,5 - kazda réznou
farbou. Potom hrana 6 nemdze byt ofarbend rovnakou farbou ako hrana 4 (kvoli vrcholu B) ani
rovnakou farbou ako hrana 5 (kvoli vrcholu C). Preto musi byt ofarbené rovnakou farbou ako hrana
1. Hrana 2 musi byt ofarbena rovnakou farbou ako hrana 5 (aby vrchol B susedil s hranami troch
roznych farieb) a hrana 3 musi byt ofarbend rovnakou farbou ako hrana 4 (aby vrchol C susedil
s hranami troch réznych farieb). Tym sme v8ak dosiahli to, Ze aj vrchol D susedi s hranami troch
roznych farieb. Preto jedind moznost, ako mozu tri vrcholy susedit s hranami troch roéznych farieb
je, ze vsetky Styri vrcholy susedia s hranami troch réznych farieb. Ozna¢me tato mnozinu Mapcp
a podme zistit jej velkost. Uz vieme, Ze hrany 1,6 musia mat rovnaku farbu, dalej 2,5 a 3,4. Mame
teda iba 3-2-1 = 6 moznosti na priradenie farieb jednotlivym dvojiciam, a teda |Magc| = |Magp| =
|Macp| = |[Mpep| = [Mapep| = 6.

Na zéver nam ostéava iba vyuzit princip inkluzie a exkluzie na to, aby sme zistili velkost X - mnoziny
vSetkych ofarbeni, pri ktorych aspon jeden vrchol susedi s hranami troch réznych farieb. Oznac¢me si:

My = |Ma| + |Mp| + |Mc| + |Mp| =4 - 162

My = |Mag| + |[Mac| + |Map| + |Mpc| + |Mgp| + |Mcp| = 6 - 36
M; = |Mapc| + |Magp| + |Macp| + |Mpep| =4 -6

My = |Mapcp| =6

Bude platit:

| X| = My, — My + Mz — M,

|X| = (4-162) — (6-36) + (4-6) — 6
| X| = 648 — 216 + 24 — 6

| X| = 450

Ostéva uz len zistit, akiu ¢ast zo vSetkych ofarbeni tvoria ofarbenia z mnoziny X:

450 3250 50
36 36 81




2. cast

Uloha 2.1: Kucharka nabera slimaciu polievku do misiek. Naberacka ma objem 4 decilitre, no z kaz-
dej plnej naberacky sa jej deciliter vyleje naspét do hrnca. Na zaciatku bolo v hrnci 5 litrov polievky.
Kolko decilitrov polievky ostane kucharke v hrnci, ked uz nebude vediet nabrat d'alsiu plni nabe-
racku?

Vysledok: 2

RieSenie: Na zaciatku naberania bude situacia vyzerat velmi monotonne. Kucharka naberie 4 deci-
litre polievky, z toho sa jej deciliter vyleje naspét a zvySok naleje do misky. Z hrnca teda ubudnu tri
decilitre polievky, ale stale jej tam bude dost na to, aby nabrala plnt naberacku. Podme sa pozriet,
ako to bude vyzerat na konci.

V hrnci bolo na zaciatku 50 decilitrov polievky. Jej objem klesal po troch decilitroch dovtedy, kym
boli v hrnci aspon 4 decilitre polievky. Po 15 nabratiach ostalo v hrnci 50 — 15 - 3 = 5 decilitrov
polievky. Kuchérka teda stale moze nabrat plnt naberacku (a vyliat z nej jeden deciliter). Po tomto
Sestnastom nabrati ostantd v hrnci 5 — 4 4+ 1 = 2 decilitre polievky.

Uloha 2.2: N4jdi stucet celoc¢iselnych rieSeni rovnice

3tz 4 gl=r — 1.

Vysledok: 0
RieSenie:

Vidime, Ze aspoii jeden z vyrazov 1 +z a 1 — 2 musi byt aspon 1 (ked je x nezéporné, tak je to 1+
a ked je x nekladné, tak je to 1 — x). Zaroven ¢isla 3! aj 3!7% st kladné, teda ani jedno z nich
nemoze byt vicsie ako 10. NavySe x mé byt celé, preto mocnina s exponentom asponi 1 moze byt
len 3 alebo 9. Ak by to bolo 3, tak x musi byt rovné nule, ¢im dostaneme rovnost 3 + 3 = 10, ktora
zjavne neplati. Preto tato mocnina musi byt 9 a x je rovné 1 alebo —1, a potom je druhy s¢itanec
rovny 1. Mame rovnost 9+ 1 =10, ak x =1 a 1+ 9 = 10, ak x = —1. Teda plati, Ze celo¢iselnymi
rieSeniami tejto rovnice su prave ¢isla 1 a —1, ktorych stcet je 0.

Uloha 2.3: Mame pravouhly trojuholnik s preponou o dizke 10, v ktorom velkost jedného uhla je
dvojnasobkom velkosti iného. Aky najvacsi obsah méZze mat dany trojuholnik?

Vysledok: 25

RieSenie: Je jasné, ze pravy uhol moze byt jeden z dvoch spominanych uhlov. V takom pripade
maji oba zvysné uhly velkost 45° (polovica z 90° je 45° a treti uhol potom musi mat tiez velkost
45°). Takto by bol trojuholnik rovnoramenny. Z Pytagorovej vety Tahko spoé¢itame, Ze obe odvesny
st dlhé v/50 a obsah trojuholnika je tym padom 25.

Druha moznost je, ze podmienka zo zadania hovori o zvys$nych dvoch uhloch. V takom pripade
vieme, ze velkosti uhlov st 90°, 60° a 30° (pretoze jeden z ,nepravych“ uhlov je dvojnasobkom toho
druhého), pricom dlzka prepony je 10.

Predstavme si, ze mame takéto trojuholniky dva. Prilozme ich k sebe odvesnou, pri ktorej je uhol
s velkostou 30° tak, aby sme vytvorili va¢si trojuholnik (ako na obrazku). Takto dostaneme trojuhol-
nik, ktory ma vsetky uhly rovnako velké (60°, 60° a 2 x 30°) — je rovnostranny. Zaroven vsak vieme,
ze dve strany tohto nového trojuholnika st prepony pévodného trojuholnika a tretia je tvorené dvomi
odvesnami, pri ktorych je uhol s velkostou 60°. To znamena, Ze dlzka tejto odvesny je 5.



60°
10

30°
30°

10
60°

DIzku druhej odvesny vieme vypoéitat mnohymi sposobmi (napr. Pytagorovou vetou), pricom dosta-

vame dlzku /100 — 25 = /75 = 5v/3. To znamena, ze obsah trojuholnika je 5 x 5v/3 x % =25 X ‘/7?:

Nakoniec potrebujeme zistit, v ktorom pripade je obsah vacsi. To vieme zistit jednoducho. VSimneme
si, ze \/73 < 1= ‘/71, a teda v prvom pripade bude mat trojuholnik vac¢si obsah. To znamena, ze
maximéalny obsah trojuholnika je 25.

Uloha 2.4: Mucha sa prechadza po stvoréekovom papieri rozmerov 5 x 5m. Stvoréeky na tomto
papieri maju dlzku strany 10 cm. Mucha sa vyda na cestu po ¢iarach stvorcekovej siete a po prejdent
5m sa ocitne na mieste, z ktorého vysla. Aky najvacsi obsah méze mat obrazec ohraniceny trasou
muchy?

Vysledok: 15600 cm?

Riesenie: Najprv si prevedieme velkosti v metroch na centimetre, nech mame jednotné zadanie.
Vidime teda, ze §tvorc¢ekovy papier ma velkost 500 x 500 cm a dlzka trasy, ktord mucha presla ma
500 cm. Po chvilke sktSania si uvedomime, Ze obrazec, ktory mucha presla bude konvexny utvar.
V nasom pripade to bude obdlznik alebo §tvorec — to preto, lebo ak si nakreslime nejaky nekonvexny
utvar na Stvorcekovej sieti, tak si ho vzdy vieme prerobit na konvexny s tym, Ze zachovame obvod
a zvacsime obsah (ako napr. na obrazku).

Obvod tohto utvaru je 500 cm a nakolko to je obdlznik, tak si to vieme napisat ako 2a + 2b, kde
a a b st dlzky jeho stran. To znamené, Ze a + b = 250 cm. Bez ujmy na vieobecnosti si povedzme,
7ze a < b a nakolko vieme, Ze sa mucha pohybuje len po hranach stvorcekov, tak vieme, Ze aj a aj
b budt nasobky 10cm. Ked si napiSeme moznosti, tak obdlznik moéze byt rozmerov 10 x 240 cm,
20 x 230 cm, 30 x 220 cm, ..., 110 x 140 cm a 120 x 130 cm. Ked si za¢neme postupne pocitat obsahy
tychto obdlznikov (2400 cm?, 4600 cm?, 6600 cm?, ..., 15400 cm?, 15600 cm?), tak lahko uvidime, Ze
¢im viac sa a a b k sebe blizia, tym je obsah vacsi. Nakolko sme tymto vyskisali vSetky moznosti,
tak vieme, Ze najvicsi obsah, ktory mohla mucha ohranicit, je 15600 cm?.



Uloha 2.5: Najdite pocet neusporiadanych trojic prirodzenych &isel splhajucich

Vysledok: 3

Riesenie: KedZe hladdme neusporiadané trojice, tak bez ujmy na vSeobecnosti mézme predpokladat,
zea<b<e.

Skisime najst ohrani¢enie pre a. Rovno vidime, Ze a > 1, kedZe pre a = 1 by rovnica v prirodzenych
¢islach nemohla platit. Zaroven vieme povedat, Ze a < 4, lebo v opa¢nom pripade, kedze a < b < ¢,

by platilo:
1 1
+-+-<L

1 1 1
4 4

1

+-<-

a b ¢~ 4

Ostava nam rozobrat pripady, kde a = 2 alebo a = 3. Povodnu rovnicu vieme upravit do tvaru
bc + ac + ab = abe

e Nech a = 2: po dosadeni mame bc + 2¢ + 2b = 2bc, ¢ize 2¢ + 2b = be. Z nasho predpokladu
vieme, ze 4¢c > 2c¢ + 2b = be, a teda 4 > b. 7 predpokladu a < b mame, ze 2 < b. Nasledne po
dosadeni do rovnice a vyskisani vSetkych troch moznosti b = 4, 3, 2 nam spravne vyjda rieSenia
b=4,c=4ab=3,c=6.

e Nech a = 3: po dosadeni dostavame bc + 3¢ + 3b = 3be, ¢ize 3¢ + 3b = 2be. Analogicky kedze
6¢c > 3¢+ 3b = 2bc, tak 3 > b, ale a < b. Ostala ndm len moznost b = 3. Z ¢oho dostavame
vyhovujice riesenie b = 3,¢c = 3.

Dokopy nam vysli tri vyhovujtce trojice ¢isel, a to 2,4,4, potom 2,3,6 a 3, 3, 3.

Uloha 2.6: Kazdy z hudobnikov ovlada hru na ukulele, bongo aj kazoo. V pondelok chceli vytvorit
kapelu s jednym hracom na kazoo a troma hra¢mi na bongo. Potom jeden z nich odcestoval do
zahranicia, a tak sa v utorok rozhodli vytvorit kapelu s jednym hra¢om na ukulele, jednym hracom
na bongo a jednym hrac¢om na kazoo. Zistili, Ze oba dni mali rovnaky pocet moznosti, ktorymi danu
kapelu poskladat (vybrat ¢lenov kapely a priradit im jednotlivé hudobné nastroje). Kol'ko je vSetkych
hudobnikov?

Vysledok: 6

RieSenie: Nech n je pocet hudobnikov. Pocet moznosti, ktorymi mohli vytvorit kapelu v pondelok,

bude n - (”gl) — najprv vyberieme hrac¢a na kazoo, potom zo zvysnych n — 1 hracov vyberieme troch,

ktori budi hrat na bongo. Po¢et moznosti, ktorymi mohli vytvorit kapelu v utorok, vieme vyjadrit ako

(";1) -3! — vyberieme troch ¢lenov kapely z moznych n — 1 hudobnikov (jeden odcestoval) a nésledne

mame 3! moznosti, ako im priradit jednotlivé hudobné nastroje. Teraz uz len ostava dat tieto dva

vyrazy do rovnosti:
n—1 n—1
. = - 3!
(") = (1)

n = 3!
n=~06
Uloha 2.7: Vyrieste v obore realnych ¢isel nasledujticu ststavu rovnic:

T+ zy + zy’ = 28
2y + 2%y + 2%y° = 224,
Néjdite vsetky rieSenia.

Vysledok: (4,2) a (16,1/2)



RieSenie: Druhi rovnicu si upravme do tvaru:
vy(r + zy + 2y?) = 224.

V&imnime si, Ze vyraz v zatvorke je rovnaky ako l'ava strana prvej rovnice zo zadania, a teda je rovny
28. Preto zy = 224/28 = 8.

Teraz sa pozrime na prvu rovnicu. Vieme, Ze xy = 8, z ¢oho si x mozeme vyjadrit ako S (vieme, ze
y nie je 0) a zy? si méZeme vyjadrit ako 8y.

Po dosadeni tychto vyjadreni do prvej rovnice dostavame:

8
r4ary+ay =—+8+8y =28
Y

Tuato rovnicu mézeme vynasobit % a upravit do tvaru:

2y =5y +2=0
Dostali sme obyc¢ajna kvadratickd rovnicu, ktort mozeme vyriesit napriklad dosadenim do vzorca
na rieSenie kvadratickych rovnic a dostaneme, Ze y je 2 alebo 1/2.

Pomocou vztahu zy = 8 uz vieme k danym y Iahko doratat prislusné z. Dostavame dve rieSenia, a to
(4,2) a (16,1/2).

Uloha 2.8: Do stvorca je vpisany trojuholnik so stranami 3, 4 a 5. Aka dlha ma Stvorec stranu?

Vysledok: \}—%

RieSenie: V&imnime si, ze 32 + 42 = 52 a podl'a Pytagorovej vety vieme, Ze vnitorny trojuholnik
je, rovnako ako vonkajsie, pravouhly. Z toho vyplyva, ze sucet a + 8 = 90°, pretoze uhol medzi
odvesnami dizok 3 a 4 je pravy.

Ked sa pozrieme na trojuholnik s preponou 3 vidime, Ze jeden jeho nepravy uhol je «, a teda
druhy musi byt 5. Analogicky v trojuholniku s preponou 4 mame aj . Z toho vyplyva, Ze tieto dva
trojuholniky st podobné.




Cize pomer stran a a b bude rovnaky ako pomer ich prepon, ¢o je 4 ku 3, preto b si tri stvrtiny a.
7 toho nam vychadza, ze c je stvrtina a, teda a = 4c. Teraz si vyjadrime preponu 4 len pomocou c:

42 = & + (4¢)* = 17¢

ﬁ—c

Strana Stvorca je \}—167 (kedze a = 4c).

Uloha 2.9: Kazdy zo siestich stromakov ma tricko inej farby. Ak si tieto tricka ndhodne povymieiiaja,
s akou pravdepodobnostou bude mat prave jeden stroméak oble¢ené svoje tricko?

Vysledok: %

RieSenie: KedZe tricka si vymienali uplne néhodne, tak na uréenie pravdepodobnosti nadm staci
pocet priaznivych moznosti vydelit poc¢tom vsetkych moznosti, ako mohlo vymienanie dopadnut.
V tomto pripade st priaznivé moznosti tie, ked prave jeden stroméak mé na sebe svoje tricko.

Podme spocitat pocet vSetkych moznosti. Mozeme si to predstavit tak, Ze stromaci sa postavili
do radu a postupne si kazdy z nich zobral jedno nahodné tricko. To znamené, Ze prvy si mohol
vybrat zo 6 triciek, druhy uz len z 5 triciek, ..., piaty z 2 triciek a Siestemu zostalo len 1 tricko.
Pocet vsetkych moznosti je preto 6-5-4-3-2-1 = 720.

Teraz podme spocitat pocet priaznivych moznosti. Najprv vyberieme jedného ¢loveka, ktory dostal
svoje tricko, na to mame 6 moznosti. Teraz spoc¢itajme kolko je moZnosti na to, ako mohlo dopad-
nut vymienanie tri¢iek medzi zvy$nymi piatimi, ak vieme, Ze nikto z nich uz nedostal svoje tricko.
Stromaci si vymenia tricko do kruhu préave vtedy, ak sa postavia do kruhu a kazdy poda svoje tricko
stromékovi napravo od seba. Mo6zeme si rozmysliet, Ze pri vymienani tri¢iek kazdy stromak patri
do préave jedného kruhu.

Rozoberme dve moznosti, ktoré mohli nastat: bud si nejakd dvojica vymenila trickda do kruhu (&ize
navzajom) alebo nie.

Ak si nejaka dvojica vymenila tricka do kruhu, tak potom zvysni traja si ich museli vymenit do kruhu
(inak by sa stalo, ze niekto z tych troch by mal svoje tricko). Na vybratie dvojice mame (g) =10
moznosti. Zvy$na trojica si mohla vymenit tricka do kruhu 2 spésobmi (prvy mé dve moznosti, komu

d4 svoje tricko, zvysni to uz potom maji urcené). Dokopy to je 10 - 2 = 20 moZznosti.

Ak si ziadna dvojica nevymenila tricka do kruhu, tak potom si ich museli vymenit do kruhu vsetci
piati (ak by tam vznikol kruh troch, tak by automaticky vznikol aj kruh dvoch, a ak by vznikol
kruh Styroch, tak by zostal jeden so svojim trickom). Na vytvorenie kruhu z piatich Tudi mame
4-3-2-1 =24 moZnosti. Je to preto, lebo kruh je v skuto¢nosti rad piatich Tudi, ktorému spojime
zaciatok s koncom. Na zoradenie piatich ludi mame 5-4-3-2-1 moznosti, ale v kruhu Ziaden zac¢iatok
nie je, preto musime tento pocet vydelit piatimi (napr. zoradenia 12345, 23451, 34512, 45123 a 51234
nam po spojeni daju rovnaky kruh).

) - L . . . . ce 264 11
Dokopy mame 6 - (20 +24) = 264 priaznivych moznosti, teda vysledna pravdepodobnost je =5 = 5.

Uloha 2.10: Nech z, y st kladné celé ¢isla. Najdite vSetky mozné hodnoty 22 4 y2, ak viete, ze plati
2’y +y*r=880axy+ax+y="7L

Vysledok: 146



Riesenie:
Upravme prva rovnicu (vybratim zy pred zatvorku):

2y + %z = 880
zy - (r +y) = 880

Potom po substitticii a = xy a b = x + y dostaneme z nasich rovnic dve nové rovnice:

ab = 880
at+b="T1

Ak a = 71 — b z druhej rovnice dosadime do prvej rovnice, tak dostaneme:

(71 —b) - b =880
71b — b* = 880
0=b*—T71b+ 880
_ T1E£/T712—4-880

b
2
- 71 + /5041 — 3520
- 2
1+
b:7 39

2
by =55 =— a; =16

by =16 = ay =55

Kedze = a y su kladné celé ¢isla, moznost a = 16, b = 55 nemoze platit — jediné moznosti na siacin
16 su (1,16), (2,8) a (4,4) a ani jedna nedéava pozadovany sucet. Preto plati a = 55, b = 16, a teda
xy = 55, x +y = 16. Po dosadeni x = 16 — y dostaneme:
(16 — y)y = 55
16y — y* =55
0=y?— 16y + 55
0=(y=5(—11)
Y1 =0 — x1 =11
Yo = 11 = 25=5
Teda hodnota vyrazu z? + 3? bude vzdy rovna 5% + 112 = 25 + 121 = 146.

Uloha 2.11: Nech a;o = 10 a pre vSetky prirodzené n vacsie ako 10 plati a,, = 100a,_1 + n. Najdite
najmensie prirodzené ¢islo n vacsie ako 10 také, Ze a, je nasobkom 99.

Vysledok: 45

RiesSenie: Vyjadrime si pomocou vztahu zo zadania stucet ¢lenov postupnosti od a9 po a,. Dosta-
neme:

Ay, —f- Ap—1 + s —|— a1 —|— a0 = (]_OOCLn_l —|— n) + (100an_2 —f- n — ].) —|— R (100@10 —I— 1].) + a0

Po uprave a dosadeni a;gp = 10 méame:

an + (Qp-1 + -+ an +a) = 100(ap-1 + @p—2+...a10) +n+(n—1)+---+ 114+ 10



Nasledne si z danej rovnice vyjadrime a,,. Po s¢itani ¢isel od 10 po n dostaneme:

(n+10)(n — 9)
2

(0 99((1n_1 +ap—o2+ ... (llo) +

Z tohto vyjadrenia a, vidime, 7e bude delitelné 99 préve vtedy, ked 2= hyde delitelné 99,

¢ize ak (n+10)(n —9) bude delitelné 99. To sa stane prave vtedy, ak aspon jedna zo zatvoriek bola
delitelna 11 a zaroven cely vyraz bude delitelny 9.

Najprv volime n + 10 tak, aby bolo deliteIné 11 a n bolo vacsie ako 10:

n+10 | n | n—9 | vyraz (n + 10)(n — 9) je delitelny 9
22 12 3 nie
33 23] 14 nie
44 34 25 nie
5} 451 36 ano

V tomto pripade je teda najmensie vyhovujice n = 45.

Druhéa mozZnost je, ze volime n — 9 tak, aby bolo delitelné 11 a n bolo vicsie ako 10:

n—9| n [ n+10 | vyraz (n + 10)(n — 9) je delitelny 9
11 20 30 nie
22 31 41 nie
33 | 42 22 nie
44 | 53| 63 ano

Najmensie vyhovujtce rieSenie je v tomto pripade n = 53, ¢o je ale vyssie ako rieSenie nadjdené v prvej
moznosti.

Uloha 2.12: Majme trojuholnik ABC, kde |AB| = 7, |BC| = 8 a [CA| = 9. Nech AH je vyska
na stranu a. Nech BD a C'E st postupne osi uhlov ABC a BC' A, pricom body D a E lezia na stranach
trojuholnika ABC. Oznaéme prieseénik BD a AH ako ) a prieseénik CE a AH ako P. Zistite dlzku
usecky PQ).

Vysledok: £

15
RieSenie: Priesecnik tseciek BD a C'E, Cize stred vpisanej kruznice trojuholniku ABC', si ozna¢me
ako S. Body dotyku tejto kruznice so stranami trojuholnika BC', AC a AB si ozna¢me ako K, L
a M v tomto poradi. Usecky SK, SL a SM st teda kolmé na strany BC, AC a AB.

A




Trojuholniky SKC a PHC' st podobné podla vety uu. Oba trojuholniky st pravouhlé a zdielaju
uhol pri vrchole C'. Pomer ich prislusnych stréan je potom rovnaky:

|ICH| |PH|
ICK|  |SK]|
8 — |BH| _ |PQ| | |HQ)|
ICK]| ISK|  |SK]|

Rovnako st podobné aj trojuholniky SKB a QH B. Z toho zase vyplyva:

|BH| _|HQ)
|BK| |SK|
BH| _|HQ)

8 —|CK| |SK]
Dosadenim druhej rovnice do prvej dostaneme:

8 |BH| _|PQ| | _|BH|
CK| — |SK|  8—|CK]

Z tejto rovnice vieme |PQ| vyjadrit ako:

8 —|CK|—|BH
Pal =551 (o Sorn )

|CK|(8 - |CK])

Teraz si vy¢islime jednotlivé nezname - za¢neme s |C'K|. Trojuholniky SKC a SLC st zhodné podla
vety usu, kedze |ZSKC| = |£ZSLC| = 90°, |[£ZKCS| = |ZLCS| = MA—ZCB| a stranu SC' zdielaju.
Z toho vyplyva, 7ze |CK| = |CL| a analogicky aj |AL| = |AM| a |BM| = |BK|. Tieto dlzky si
oznacime postupne ako z,y, 2z a vytvorime stustavu troch rovnic o troch neznédmych:

T+y=9 y+z=7 z+x=28

VyrieSenim tejto sustavy dostaneme pre nas dolezity udaj x = |CK| = 5.

Pozrime sa teraz na hodnoty |SK| a |[BH|. Osi vnatornych uhlov trojuholnika ABC nam ho rozdelili
na 6 pravouhlych trojuholnikov. VSetky tieto trojuholniky maja jednu rovnako dlhu vysku, ktorou
je polomer vpisanej kruznice |SK|. S¢itanim ich obsahov ziskame obsah velkého trojuholnika ABC"

K| - K- K|-
SK|w ,  ISK|y , |SK|-=

2 2 2
ISK|(x+y+2)=S5

2=2S5

Nakolko 2z +2y+22z = 7+8+09, tak z +y + z = 12, teda dosadenim zistime, ze |SK| = %S. Obsah
trojuholnika ABC' by sme vedeli vypocitat aj pomocou vysky AH na stranu BC, teda S = @.
Po dosadeni dostavame |AH| = 3|SK|. Teraz uz vieme z Pytagorovych viet pre trojuholniky ABH

a AC'H vytvorit stistavu dvoch rovnic o dvoch neznamych:
7° = |BHJ” + (3|SK]|)? 9% = (8 — |BH|)* + (3|SK|)*

Jej vyrieSenim dostaneme |BH| = 2 a |SK| = v/5. Dosadenim do vztahu pre | PQ| ziskame vysledok.



3. dast

Uloha 3.1: Aké je najmensie ¢islo delitelné 12, ktoré sa sklada z prave Siestich jednotiek a Tubovol-
ného poctu trojak a nul?

Vysledok: 11111100
Riesenie: Na to, aby &islo bolo delitelné 12, musi byt delitelné 4 a 3, pretoze 12 =22 -3 =4 3.

Delitelnost tromi urc¢ujeme podla ciferného suc¢tu — ten ma rovnaky zvysok po deleni 3 ako samotné
¢islo. Cize nage vysledné ¢islo musi mat ciferny sucet delitelny 3. VSimnime si, Ze to bude splnené,
kedZe sucet Siestich jednotiek je delitelny troma, a ked k nemu pripoc¢itame eSte niektoru dalsiu
cifru (3 alebo 0), tak sa zvySok po deleni 3 nezmeni.

Delitelnost $tyrmi uréujeme podla poslednych dvoch cifier ¢isla — dvojéislie, ktoré tvoria, musi byt
delitelné 4. Uvedomme si, Ze ziadne z dvojéisli 01, 03, 10, 11, 13, 30, 31, 33 nie je delitelné 4, a
teda na konci nésho ¢isla musi byt posledné mozné dvojcislie — 00.

KedZe chceme vytvorit ¢o najmensie ¢islo, chceme k Siestim jednotkdm pridat ¢o najmenej cifier.
Najmensie ¢islo splhajice zadanie preto ziskame tak, ze pridame iba dve nuly na koniec (aby ¢islo
bolo delitelné 4) a dostaneme ¢islo 11 111 100.

Uloha 3.2: Zistite, kolkokrat vidsie je ¢islo z = 103! ako ¢islo y = 101! 4 102!.
Vysledok: 102

RieSenie: Povedzme, 7Ze x je a-kréat viacsie ako y (x = ay). Dosadme za x a y nase ¢isla:

103! = a - (101! + 102!)

Méame rovnicu o jednej neznamej, takze uz len vyjadrime a dopocitame a:

103! 103 - 102 - 101! 103 - 102 102
a = —_= —_= —_=
101!+ 102! 101!- (1 + 102) 103

Vidime, ze x je 102-krat vacsie ako y.

Uloha 3.3: V stvorcekovej sieti si zvolime niekolko mrezovych bodov (bodov s celodiselnymi sii-
radnicami). Kolko najmenej bodov musime zvolit, aby sme si boli isti, Ze stred niektorej z tseciek
tvorenej zvolenymi bodmi je tiez mrezovym bodom?

Vysledok: 5

RieSenie: Vsimnime si, ako sa spravaju suradnice stredu tusecky vzhladom na jej krajné body.
Podla z-ovej suradnice lezi stred tsecky presne v strede medzi jej krajnymi bodmi, a teda jeho xz-ova
stiradnica bude aritmetickym priemerom z-ovych sturadnic krajnych bodov. Analogicky aj y-ova.

Na to, aby bol stred tiez mrezovym bodom, musi byt sti¢et rovnakych stiradnic krajnych bodov parne
¢islo — aby po deleni dvomi to bolo stéle celé ¢islo.

Pozrime sa teda na paritu stradnic jednotlivych bodov. Mame 4 moznosti ako to moze vyzerat
— (p, p), (p, n), (n, n), (n, p) — pricom si moéZeme vsimnut, ze sucet 'ubovolnych dvoch réznych
moznosti nedéva (p, p), avSak akonahle by sme mali dve rovnaké dvojice, tak ich sucet je (p, p).

Takze pre 4 body sa moze stat, ze priemer ziadnych dvoch z nich nebude mat celoc¢iselné siradnice,
avSak pri piatich uz mame istotu, Ze sa tu budi nachadzat dva body s rovnakym paritnym typom,
a teda stred tusecky, ktora ich spaja, bude tiez mrezovy bod.

Uloha 3.4: Najdite sucet vietkych cifier v prirodzenych ¢islach mengich ako 1000.
Vysledok: 13 500



RieSenie: Najprv si sc¢itajme vSetky cifry od 1 po 9. Vieme, Ze ich sucet je 45. Pozrime sa teraz
na cifry na mieste stoviek. Vieme, ze kazda z cifier od 1 do 9 sa na takychto miestach nachadza prave
stokrat (od 100 do 199, od 200 do 299, a tak podobne), teda ich sucet je 100 - 45 = 4500.

Teraz sa pozrime na miesta desiatok. V kazdej stovke je 10 desiatok, pricom kazda zac¢ina inou cifrou
(od 0 po 9, od 10 po 19, ...), a preto sa v kazdej stovke nachadza kazda cifra na mieste desiatok
prave desatkrat. Dokopy vSak mame 10 stoviek (ako prvu stovku ratame 0 az 100), a preto sa kazda
z cifier na mieste desiatok nachadza dokopy stokrat, teda ich sucet je opat 100 - 45 = 4500.

Ked sa teraz pozrieme na miesta jednotiek, tak vidime, Ze v ramci jednej desiatky sa na mieste
jednotiek objavuje kazda cifra prave raz. V ramci stovky mame 10 desiatok, a teda je tam kazda
cifra na mieste jednotiek desatkrat, a kedze mame 10 stovak, tak vieme, Ze na mieste jednotiek sa
dokopy kazda cifra nachadza prave stokrat, a preto je ich stucet opéat 100 - 45 = 4500. Celkovy siicet
vSetkych cifier v ¢islach mensich ako 1000 je teda 3 - 4500 = 13500.

Uloha 3.5: Na obrazku méame dve ststredné kruznice a 12 zhodnych dotykajucich sa polkruhov,
ktoré lezia v medzikruzi a krajnymi bodmi sa dotykaja kruznic. Priemery polkruhov lezia na priemere
vonkajsej kruznice a zaroven ich velkost je zhodna velkosti priemeru mensej zo sustrednych kruznic.
Ak4 ¢ast medzikruzia je zafarbené na sivo?

Vysledok: %

Riesenie: KedZe priemery polkruhov lezia na priemere velkej kruZnice a je ich parny pocet, tak
priemery dvoch protilahlych polkruhov lezia na tom istom priemere velkej kruznice. Vzhladom na to,
Ze mala kruznica je sustredna s velkou, vSetky jej priemery leZia na priemeroch velkej.

Z toho vyplyva, Ze priemery dvoch polkruhov a priemer malej kruZnice tvoria dokopy priemer velkej
kruznice. MenSie priemery st zhodné, a teda priemer velkej je trojnasobkom priemeru malych.

Obsah medzikruzia vieme vypocitat ako rozdiel obsahov velkého a malého kruhu.
7(3r)? — nr? = 9nr? — mr? = 8mr?

Polkruhy tvoria dokopy 6 kruhov, ktoré st zhodné s malym kruhom, teda ich obsah je 67r2.

Potom pomer tychto dvoch obsahov je

672 6
&mr2 8§

A kedZe nés zaujima aku Cast tvori siva ¢ast, tak to bude ten zvySok do jedna — teda i'
Uloha 3.6: Kolko existuje kladnych celych &sel n, pre ktoré plati, ze n + 3 deli n? + 277
Vysledok: 6



Riesenie: Ak vydelime polyném n? + 27 polynémom n + 3, tak zistime, Ze plati

n? + 27 36
=n—3+ .
n+3 n+3

Z toho vidime, Ze musi platit, ze n + 3 deli 36. Prejdenim vsetkych moznych delitelov 36 (su to 1,
2,3,4,6,9, 12, 18 a 36) a vylucenim tych, pre ktoré n vyjde nekladné, zistime, Ze mozné hodnoty
nsal, 3, 6,9, 15 a 33, takze odpoved je 6.

Uloha 3.7: Vrcholy pravidelného devituholnika st o¢islované &islami 1 az 9 tak, aby stucet cisel
v troch susednych vrcholoch bol vzdy nasobkom 3. Dve ocislovania st rovnaké, ak jedno dostaneme
z druhého len otocenim devatuholnika v rovine. Kolko réznych ocislovani existuje?

Vysledok: 144

RieSenie: Pozrime sa najprv na to, aké ¢isla sa mozu nachédzat v dvoch vrcholoch napravo od vrcholu
s ¢islom 1 (toto ¢islo sme si zvolili len pre jednoduchost - vyriesit ulohu by sa samozrejme dalo aj
zvolenim iného pevného bodu). Kedze ich sucet mé byt delitelny tromi, sucet dvoch zvysnych ¢isel
musi davat po deleni tromi zvySok 2. Zvysky tychto ¢isel po deleni tromi st teda bud 1 a 1, 0 a 2
alebo 2 a 0.

Ak by to boli zvysky 1 a 1, mali by sme pri sebe 3 ¢isla so zvySkom 1, ¢ize zvysné ¢isla by mali uz
len zvysky 0 alebo 2. Vrchol nalavo od jednotky by sme potom vedeli obsadit len zvyskom 2 alebo
0, takze zvySok stac¢tu troch vrcholov s jednotkou v strede po deleni tromi by bol bud 2 (04 1+ 1),
alebo 1 (24 1+ 1). Tato moznost k platnému ocislovaniu nevedie.

V pripade, Ze st to zvysky 0 a 2 v tomto poradi, si mézme vy¢islit aj dalie zvysky v smere hodinovych
ruciciek tak, aby posledna trojica bola delitelna tromi. Stvrté ¢islo musi davat zvysok 1, lebo sucet
druhého a tretiecho dévaju zvySok 2, piate ¢islo zvySok 0, Sieste ¢islo zvysok 2, siedme 1, 6sme 0,
deviate 2 a potom uz sme opét na zaciatku, pri jednotke.

zv.0
zv.0
zZv.2
zv.1
zv.1

zv.0

Teraz zratame pocet moznosti, ako ¢isla od 2 do 9 takto usporiadat. Na pozicie so zvyskom 0 po deleni
tromi musime umiestnit ¢isla 3,6 a 9, ¢o nam dava 3! = 6 moznosti. Pozicie so zvySskom 2 obsadzujeme
¢islami 2,5 a 8, ¢o vieme spravit opédt 6 moznostami, a na pozicie so zvyskom 1 umiestnime ¢&isla
4 a7, ¢o st len 2 moznosti. Dokopy je to teda 6 - 6 - 2 = 72 moznosti.

Pre pripad, Ze po jednotke nasleduju ¢isla so zvyskami 2 a 0 v tomto poradi, si sta¢i uz len uvedomit,
ze zvysky v devédtuholniku si presne v opa¢nom poradi ako v predchadzajicom pripade (ako keby

sme devituholnik zrkadlovo prevratili). Budeme tu preto mat rovnako 72 moznosti. Dohromady teda
dostaneme 144 moznosti.

Uloha 3.8: Majme dve kladné celé ¢isla m a n mensie ako 1000. Vieme, Ze ich aritmeticky a geomet-
ricky priemer s za sebou idice neparne ¢isla. Aky najvacsi rozdiel mozu ¢isla m a n dosahovat?

Vysledok: 120



RiesSenie: Nech plati 1000 > m > n > 0. Chceme potom maximalizovat rozdiel m — n.

Vdaka AG-nerovnosti (ktoru si vieme Tahko dokazat) vieme, Ze geometricky priemer dvoch ¢&isel je
vzdy mensi alebo rovny ich aritmetickému priemeru. KedZe v zadani méame, Z%e su to dve po sebe
idtce neparne cisla, tak plati:

m

;_n—\/mn—i—2

Danu rovnicu vieme upravit nasledovne:

m+n=2v/mn+4
(Vm)? = 2¢/mn + (v/n)* = 4
(Vim = V) =4

Kedze plati m > n, tak dostavame /m — /n = 2.

V aktualnej situécii teda chceme maximalizovat m —n, pricom vieme, Ze rozdiel ich odmocnin je fixne
dany vztahom /m — y/n = 2. Chceme dosiahnut, aby /m a y/n boli ¢o najvicsie mozné, pretoze
s vySsimi ¢islami sa zvacSuju rozdiely medzi ich druhymi mocninami. Kedze plati 1000 > m, n, tak
z toho dostéavame ohranicenie 32 > \/m, y/n. Najviacsie mozné hodnoty st teda /m = 31 a /n = 29.

Odtial dostavame m = 961 a n = 841. Ich rozdiel je teda 961 — 841 = 120. Zaroven platia podmienky
zo zadania, kedZe ich aritmeticky priemer je w = 901 a geometricky priemer je /961 - 841 =

V808201 = 899.

Uloha 3.9: Pri piatich hodoch podvodnickou mincou je rovnaka pravdepodobnost, Ze padne préave
jedna hlava, ako pravdepodobnost, Ze padnu prave dve hlavy. Aka je pravdepodobnost, Ze padni
prave tri hlavy z piatich hodov?

Vysledok: 2%

243

Riesenie: Ozna¢me si pravdepodobnost padnutia hlavy na minci pri jednom hode h. Potom pravde-
podobnost, Ze padne znak vyjadrime ako 1—h. Podme vyjadrit pravdepodobnosti situécii zo zadania.
Pravdepodobnost, Ze hlava padne prave v prvom hode a zvy$né styri hody padne znak, je h(h — 1)%.
S takou istou pravdepodobnostou padne hlava aj v prave druhom hode, v prave tretom hode a tak
dalej. Mame péat roznych miest, kde mohla padnit hlava, takZe pravdepodobnost, Ze padne prave
jedna hlava, je 5h(1 — h)*. Podobne si vyjadrime aj pravdepodobnost druhej situécie. Pravdepodob-
nost, Ze hlavy padnt préave v prvych dvoch bodoch, je h*(h — 1)3. Moznosti na vyber dvoch hodov,
v ktorych padnt hlavy, je spolu (3) = 10. Celkova pravdepodobnost je potom 10h*(h — 1)3. Najdené
pravdepodobnosti st podla zadania v rovnosti:

5h(1 — h)* = 10h*(1 — h)?

(1—h) =2h
1

h==

3

Urcili sme pravdepodobnost padnutia hlavy na podvodnickej minci. Ostéava nam uz len vypocitat
pravdepodobnost tretej situacie zo zadania, teda ze z piatich hodov padnu prave tri hlavy:

G)h?’(l —h)* =10 (%)3 (;)2 _ ;%‘



Uloha 3.10: Kolko delitelov &sla 20202°%° ma presne 2020 delitelov?
Vysledok: 54

RieSenie: Najprv rozlozime 2020 na prvodcisla: 2020 = 22.5-101. Vietky delitele ¢isla 20202°%° budu
teda v tvare 2¢ - 5% - 101°.

Teraz si pripomenme vzorec na vypocet D, - poc¢tu delitelov ¢isla © = p1™p®2 ... p,_1%" 1p,*"
(prvociselny rozklad ¢isla x):

D, = (a1 +1)(az+1)...(ap—1 + 1)(a, + 1)
Pre delitele splhajuce podmienku teda musi platit:
2020 =(a+1)(b+1)(c+ 1)

Pytame sa teda na to, kolkymi sposobmi vieme rozdelit 2020 na sucin troch &isel. Uz vieme, Ze
2020 =2-2-5-101, a teda tieto 4 prvocisla chceme rozdelit do troch ¢initelov (a + 1,b+ 1,¢+ 1).
Je 6 moznosti, ako umiestnit dvojky (3 moznosti ak si obe v rovnakom ¢initeli, 3 moznosti ak st
v dvoch réznych ¢initeloch) a 3-3 = 9 moznosti, ako umiestnit 5 a 101 (3 moznosti pre kazdé z nich).
Dokopy je teda 6 -9 = 54 moznosti, ako rozmiestnit ¢isla 2, 2, 5, 101 medzi 3 ¢initele. Kazda z tychto
moznosti nAm presne uréi hodnoty a, b, ¢, a teda aj delitela D = 2% - 5. 101¢. Este by nAm mohlo
napadnit, ¢ Ziadne z tychto &isel nie je viacsie ako 2020292, Ak by vsak aj vSetky ¢isla 2, 2, 5, 101
skonéili v jednom ¢initeli, tak tento ¢initel by bol 2-2-5-101 = 2020, a teda ¢islo X = 2%-5°-101¢
by bolo uréite mensie ako 2020%20%2°,

Uloha 3.11: Na obréazku vidime pismeno S, ktoré je vytvorené z dvoch oblukov KL a M N a z tsecky
LM, ktora je dotycnicou oboch kruznic. Kazdy z oblikov tvori pat osmin obvodu kruznice s polo-
merom 1. Bodmi K a N prechadzaju doty¢nice oboch kruznic. AkA je dlzka tsecky LM?

K
K M
L J
N
RieSenie: Ako prvé si uvedomme, ze bod L lezi vo vrchole Stvorca, vpisaného do prisluchajice;j

kruznice, so stranami rovhobeznymi so stranami obdlZnika. Je tomu tak preto, lebo tento stvorec méa
vrcholy v jednej, troch, piatich a siedmich osminéch kruznice od vrchola K.

Vysledok: 2

Vsimnime si, Ze tsecka spajajuca stred Tavej kruznice s bodom L zviera uhol 45° so stranami $tvorca.
Z toho vyplyva, Ze kolmica na nu, ¢o je doty¢nica, bude zvierat rovnako velky uhol - 45°. Teda LM
zviera uhol 45° so zvislou stranou Stvorca vpisaného do kruznice.

Vezmime si pravouhly trojuholnik tvoreny preponou LM a odvesnami rovnobeznymi so stranami
obdlZnika. Mézeme si viimnut, Ze jedna z tychto odvesien je strana vpisaného stvorca do l'avej kruz-
nice (pretoze M je analogicky vrcholom §tvorca vpisaného do druhej kruznice). Cize nas trojuholnik
je rovnoramenny (ma totiz uhly 45°, 90° a 45°).

Teda odvesny tohto trojuholnika st zhodné so stranami vpisaného Stvorca. Z toho vyplyva, ze LM
je rovnako dlhé ako uhlopriecka tohoto §tvorca, ¢o je priemer kruznice. Teda |[LM| = 2.



Uloha 3.12: Aké st posledné dve &slice ¢isla 7777 - 17
Vysledok: 42

Riesenie: Posledné dve cifry ¢isla predstavuji jeho zvySok po deleni stomi, takze uvazujme, aké
zvysky nadobtidaji mocniny sedmicky po deleni ¢islom sto: 7° = 1 m4 zvysok 1, 7! potom bude mat
zvysok 7 -1 = 7, 7% bude mat zvySok 7 -7 = 49, 72 ma zvysok 7 -49 = 343, ¢iZe zvysok 43 a 7*
mé zvySok 7-43 = 301, ¢ize opit zvySok 1 (vzdy nam staci vynasobit siedmimi iba predchadzajici
zvySok). Dalej sa buda zvysky uz opakovat v cykle 1, 7, 49 a 43, teda kazdy stvrty zvySok bude
rovnaky. Z tohto dovodu nédm teda na urcenie posledného dvojcislia vyrazu 7777 staci zistit, aky
zvySok nadobuda vyraz 77 po delenf Styrmi.

Cislo 7 patrf po delenf Styrmi do rovnakej zvyskovej triedy ako ¢islo —1. To znamené, Ze ak uvazujeme
« P . A , 77 .y L, o 77 oo . .o a ,
zvysok po deleni $tyrmi, moézeme vyraz 7" nahradit vyrazom (—1)" . VSimnime si, Ze 7" je neparne
¢islo. Tym padom (—1)77 = —1, takze vyraz 77 patri po deleni §tyrmi do rovnakej zvyskovej triedy

ako cislo —1, ¢o zodpoveda zvysku 3.

7
Dospeli sme k tomu, Ze vyraz 77 ma zvySok 3 po deleni §tyrmi, ¢o znamena, Ze vyraz 77 ma zvySok
43 po deleni 100. Po od¢itani jednotky zistime, Ze posledné dve cifry vyrazu zo zadania su cifry 4 a 2.
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