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1. Cast

Uloha 1.1: Troch é&lenov rady Zdruzenia STROM ¢aké hlasovanie o prijati nového &lena. Podla stanov sa
hlasuje najprv o tom, kto bude kandidét na prijatie (Zanetka alebo Kristin), a az v druhom kole sa hlasuje, ¢i
sa rada rozsiri alebo nie. Preferencie jednotlivych ¢lenov rady sa takéto:

o Janka: Kristin > nikto > Zanetka
o Robo: nikto > Kristin > Zanetka

o Tom4s: Zanetka > Kristin > nikto

Ako dopadne hlasovanie, ak sa vSetci ¢lenovia rady chovaju raciondlne a nikto nepozna preferencie ostatnych?

Vysledok: Kristin

Riesenie: KedZe nikto nepozna preferencie ostatnych, v kazdom kole sa bude kazdy clen rozhodovat tak, ako
mu to kédZzu jeho preferencie (inak by mohol sposobit, Ze nim preferovand moznost neprejde, pretoze zvysni
¢lenovia mozu mat protichodné nazory). V prvom kole Janka a Robo zahlasujii za Kristin a Tomas za Zanetku.
V druhom kole sa preto hlasuje, ¢i sa Kristin stane ¢lenkou rady. Robo bude proti a Janka s Tomasom budu
za, preto bude Kristin prijata.

Uloha 1.2: Kolko je trojuholnikov s celoéiselnymi dizkami strén a obvodom 28, ked zhodné trojuholniky zarats-
vame iba raz?

Vysledok: 16

RieSenie: 7 trojuholnikovej nerovnosti vieme, ze dizka najdlhsej strany nemodze byt vacsia ako 13. RieSenia
sme obmedzili zhora a teraz uz len potrebujeme systém ako ich spocitat. Budeme pocéitat pocet trojic (a,b,c)
takych, ze a > b > c. Néasledne pre kazdi mozni hodnotu a spoéitame pocet moznosti. Vsimnime si, ze vdaka
tomu, ako sme si definovali trojicu a tomu, Ze prechadzame moznosti podla najdlhsej strany, sme nezaratali
ziaden trojuholnik dvakrat.

a b ¢ a b ¢ a b c a b ¢
13 13 2 12 12 4 11 11 6 10 10 8
13 8 7 12 8 8 1 9 8 10 9 9
—_——— | —_——— —_———
6 moznosti 5 moznosti 3 moznosti 2 moznosti

Vidime, ze a nemdze byt mensie ako 10, pretoze ak by bolo, musela by byt nejaka ind strana aspon 10, ¢o je
ale spor s predpokladom, Ze a je najdlhsia strana. Dokopy teda dostavame 16 roznych trojuholnikov.

Uloha 1.3: Nech z, y st redlne ¢isla splnajice nasledovni nerovnicu:

9 XY
r+y

< 5.

Vypoditajte hodnotu k = z/y ak viete, Ze k je celé ¢islo.
Vysledok: —2

RieSenie: KedZze vieme, 7e k = z/y, tak x = k-y. Teraz toto 2 dosadime do nerovnice a tii potom upravujeme
tak, aby sme zistili mozné hodnoty k:

hoy— (k-1
vy 5 o gyl

<5.
k-y+y y-(k+1)

2<

Kedze y # 0 (lebo k = z/y je celé Cislo), tak mozeme zlomok vykratit y a dostaneme

k-1
2 < —— <5
k+1

Tuato nerovnicu si upravime tak, aby sme nemali neznamu v ¢itateli aj menovateli:

2<k+1_2<5 = 2<k+1 2 <5 = 2<1 2 <5 = 1< 2 <4
k+1 k+1 k+1 k+1 k+1



Teraz uz lahko zistime, ze pre k < —3 je vyraz v nerovnici medzi 0 a 1, pre k = —2 je vyraz rovny 2, teda dava
rieSenie, pre k = —1 nie je vyraz definovany (kvoli 0 v menovateli) a pre k > 0 je vyraz zdporny. Preto jediné
rieSenie je k = —2.

Uloha 1.4: Papier v tvare kruhu s polomerom 6 rozrezeme na Sest rovnakych kruhovych vysekov. Z kazdého
kruhového vyseku vytvorime plast kuzela bez podstavy. Aké je vyska kazdého z kuzelov?

Vysledok: /35

Riesenie: Vysku kuzela vieme vypocitat pouzitim Pytagorovej vety na pravouhly trojuholnik, kde je vyska
kuzZela jednou z odvesien. Zvy$nymi dvoma stranami tohto trojuholnfka budu strana kuzela (prepona) a polomer
jeho podstavy (druhd odvesna). Dlzku strany kuZela pozndme — je fiou polomer pévodného kruhu, ktory mé
dizku 6.

Polomer podstavy vieme zistit z jej obvodu. Ten ziskame ako Sestinu obvodu pévodného kruhu, kedZze ten sme
rozrezali na 6 kruhovych vysekov. Obvod podstavy bude

2mr 12w 9
— = — =2m.
6 6
Polomer vieme dostat ako obvod podstavy vydeleny 27. Polomer podstavy ma teda dizku
27
T = — =
27

Teraz uz iba z Pytagorovej vety vypocitame vysku kuzela a dostaneme /62 — 12 = 1/35.

Uloha 1.5: Nech M je také mnozina kladnych celjch &sel, ze:

e Okrem inych ¢isel, M obsahuje aj ¢islo 2018.
o Aritmeticky priemer ¢isel v mnozine M je 2010.

e Ak z mnoziny M odstranime ¢islo 2018, aritmeticky priemer ¢isel v M sa znizi na 2009.

Aké najvicsie ¢islo moze mnozina M obsahovat?
Vysledok: 16044

Riesenie: Sucet vsetkych Cisel v mnozine M si oznac¢ime S a ich pocet n. Kedze priemer ¢isel v mnozine M je
2010, tak plati

5 = 2010.
n

Ak z mnoziny M odstranime ¢islo 2018, tak sa priemer znizi na 2009, ¢ize

wzzoog,
n—1

Z oboch rovnic si vyjadrime celkovy stucet S. Dostaneme tak

S =2010n
S = 2009n + 9.

Porovnanim tychto vyrazov dostaneme, ze 2010n = 2009n+9, ¢ize n = 9. V mnozine M sa teda nachédza 9 ¢isel
a ich celkovy stcet je S = 2010n = 2010-9 = 18090. Najvéicsie mozné ¢islo x aké m6ze mnozina obsahovat zistime
tak, Ze ostatnych 8 ¢isel bude ¢o najmensich. Nasa mnozina teda bude vyzerat M = {1,2,3,4,5,6,7,2018,x}.
Z celkového suc¢tu médme x = 18090 — 2018 - 7—-6—-5—4 -3 —2 — 1 = 16044.

Uloha 1.6: Najdite vSetky celé &isla x, pre ktoré o — 3 deli 22 — 3 (delitelnost myslime celoéiselnt, ¢ize napr.
—2 deli 4). Ako odpoved zadajte stcet vsetkych moZnych x.
Vysledok: 24

RieSenie: Pozrime sa na vyraz 22 — 3. Chceli by sme si ho zapisat ako nejaky nasobok z — 3 a pripadny
zvysok. Vyraz x2 — 3 ndm moze pripominat znadmy vzorec a®> — b2 = (a — b)(a + b), z ¢oho a — b by mohlo byt
nase x — 3. Vtedy ale potrebujeme, aby b = 9. Upravme teda x> — 3 podla tejto tvahy:

2 —3=(2>-3%)+6=(z—3)(x+3)+6.



KedZe chceme najst vietky také x, pre ktoré x — 3 deli 22 — 3, tak to znamend, Ze hladdme x také, Ze (v — 3)
deli (x — 3)(x 4+ 3) + 6, a teda (x — 3) musi delit aj 6. Preto  — 3 je rovné 6, 3, 2, 1, —1, —2, —3 alebo —6,
z ¢oho dostaneme x rovné 9, 6, 5, 4, 2, 1, 0 a —3. Sucet vsetkych moznych z je 24.

Uloha 1.7: Mame nekoneéntt postupnost aq, as, . .. kladnych celych ¢isel. Plati, ze a1 +as = 28, ag+aq4 = —11
a vo vSeobecnosti pre vSetky kladné celé ¢isla n plati, ze any2 = any1 — ay,. Zistite stcet a1 + a123 + a1234.

Vysledok: —13

Riesenie: Vdaka vzfahu ani2 = an+1 — an si vieme vyjadrit cleny as, a4 ako as = ae — a1 a nasledne
ay = a3 —ag = as —ay — as = —aq. 2o zadania mame teda dve rovnice:
a1 + as = 28
ag — 2&1 = —11.
Po vyjadreni ay z prvej rovnice a dosadeni do druhej médme 28 — a; — 2a; = —11. Odkial doratame, ze
—3a; = —39, a teda a; = 13. Nésledne mame ay = 15. Teraz si skiisime pomocou vztahu a,492 = any1 — ay
vy¢islit prvych niekolko ¢lenov postupnosti. Dostaneme a; = 13, as = 15, a3 = 2, ag = —13, a5 = —15,

ag = —2, a7 = 13, ag = 15.
Kedze ¢leny ar a ag st rovnaké ako a; a as a kazdé dalsie ¢islo v postupnosti zavisi len na svojich dvoch
predchodcoch, tak sa ndm v postupnosti vytvoril cyklus dlzky 6, ktory sa bude donekonec¢na opakovat.

Teraz si uz staci iba uvedomit, ze vzhladom na to, Ze sa ndm v postupnosti opakuje dookola 6 ¢lenov, tak ¢len
a12 = ag = —2, a1e3 = az = 2 a ¢len ay934 = a4 = —13. Stcet je I‘OVHS’ aio+aioz +aiozy = —2+2—-13 =—13.

Uloha 1.8: Nech a, b, c st kladné celé éisla také, Ze 3a = ¢® a 5a = b? a zarovell neexistuje Siesta mocnina
prvodisla, ktord by delila a. Najdite najvicsiu moznt hodnotu a.

Vysledok: 1125

RieSenie: Na to, aby ¢islo, ktorého prvociselny rozklad je n = p{* - p5?...p;", bolo k-tou mocninou nejakého
kladného celého ¢isla, musi platif, ze vsetky «; st delitelné cislom k.

Nech a = 3% -5Y - r, kde r je kladné celé ¢islo nesudelitelné s troma a piatimi. Preto dosadenim za a dostaneme,
7ec3 =3a =3-37-5Y.r = 3%FtL.5Y .y &ize potrebujeme, aby x +1 a y boli delitelné troma. Z toho x mé zvySok
2 a y mé zvysok 0 po deleni troma. Rovnako z druhej rovnice dostaneme, ze x mé zvysok 0 a y ma zvysok 1
po deleni dvoma.

Pozrime sa na ¢islo r. Aby sme splnili zadanie, tak to musi byt tretia mocnina nejakého kladného celého c¢isla,
lebo r je nesudelitelné s troma a zaroven druhd mocnina nejakého kladného celého ¢isla, lebo 7 je nesudelitelné
s piatimi, z ¢oho dostdvame, Ze to musi byt Siesta mocnina nejakého kladného celého ¢isla, ¢o je ale v spore so
zadanim, okrem pripadu, kedy r = 1. Nésledne uz iba zistime najvéicsie mozné hodnoty x a y, ktoré musia byt
mensie ako 6. Vyhovuje rieSenie a = 32 - 53 = 1125.

Uloha 1.9: N4jdite vSetky usporiadané trojice redlnych éisel (a,b,¢), kde a < b < ¢, ktoré spIﬁajﬁ:
ab+c =6, bc+a =6, ca+b=06.
Vysledok: (1,1,5), (2,2,2), (-3, =3, —3)
Riesenie: Odcitanim tretej rovnice od prvej dostavame:
ab+c—ca—b=0 = alb—c)=b—c (k).
Rozoberme dva pripady:

1. b— ¢ # 0: Potom moézeme (%) ekvivalentne vydelit vyrazom b — ¢ a mame a = 1. Dosadenim do zadania
dostaneme dalsiu sistavu rovnic: b4+ ¢ =6 a bc+ 1 = 6. Vyjadrenim b z prvej z dvoch rovnic mame
b = 6 — ¢ a dosadenim do druhej: (6 —c)c+1=6 = 6c—c?+1=6 = (c—5)(c—1) =0, ¢o
znamend, ze ¢ modze nadobudat hodnotu 1 alebo 5. Oba pripady rozoberme:

(a) ¢ =1: Dosadme spolu s a = 1 do zadania, vyjadrime b ako posledni nezndmu a dostaneme riesenie
sustavy (a,b,¢) = (1,5,1), ¢o vSak nespliia podmienku, ze a < b < ¢. T4to moZnost preto nevedie
k rieseniu tlohy.



(b) ¢ =5: Dosadme spolu s a = 1 do zadania, vyjadrime b ako posledni nezndmu a dostaneme (a, b, ¢) =
(1,1,5), o je rieSenie.

2. b—c = 0: Dosadenim b = ¢ do zadania dostdvame dalsiu ststavu rovnic: ab+b = 6 a b*>+a = 6. Ak druhi
odéitame od prvej dostavame: ab+b—b*—a = 0, €o vieme upravit ako: a(b—1)+b(1—b) = (b—1)(a—b) = 0.
Tato rovnica plati v dvoch pripadoch:

(a) b= 1. Dosadenim do ab+b = 6 a spolu s tym, Ze b = ¢ mdme riesenie sistavy (a,b,c) = (5,1,1).
To vsak nie je riesenie tlohy, pretoze nesplna podmienku a < b < c.
(b) @ = b. Dosadenim do ab + b = 6, mdme a®> +a =6 = (a+ 3)(a — 2), o déva pre a dve rieSenia.
Rozoberme obe:
i. a =2, ¢o spolu s tym, ze a = b = ¢ ddva riesenie (a, b, c) = (2,2,2).
ii. a =—3, ¢o spolu s tym, Ze a = b = ¢ dava rieSenie (a,b,c) = (=3, — 3, — 3).

Ostéva zhrnit riesenia: (a,b,c) € {(1,1,5), (2,2,2), (-3, — 3, —3)}

Uloha 1.10: Majme trojuholnik ABC' s vnttornymi uhlami pri vrcholoch A, B, C' postupne 50°, 60°, 70°.
V tomto trojuholniku zostrojime bod I ako stred vpisanej kruznice a spustime z neho kolmice na vsetky strany
trojuholnika. Péty tychto kolmic oznaéme A;, By a C7 (bod A; sa nachddza oproti bodu A, bod Bj oproti B
a Oy oproti C'). Potom z I spustime kolmice na strany trojuholnika A; B1C; a ich péty vytvoria trojuholnik
AsByC5 (novy bod vizdy vznikne na strane oproti povodnému). Takto budeme postupovat stale dookola. Aké
st vnatorné uhly v trojuholniku A7 B17C177

Vysledok: 55°, 60°, 65°

Riesenie: Bod I je prieseénikom osi vnutornych uhlov trojuholnika ABC. Vidime, zZe stvoruholnik IA,CB;
mé dva protilahlé uhly pravé, ¢o znamend, Ze je tetivovy. Preto |[<IA;B;| = |<ICB;| = 35° (obvodovy uhol
nad tetivou IB;) a taktiez |{IB1A;| = |[XICA;| = 35°. Tetivovym Stvoruholnikom je z rovnakého dévodu
aj IB1AC, (ziskavame |¥IB;Cy| = |[¥IC1B1| = 25°) a taktiez stvoruholnik ICyBA; (ziskavame |[{IC1A1| =
|%<IA;1C1| = 30°). Velkosti vnitornych uhlov v trojuholniku A;B;C st teda postupne 65°, 60° a 55°.

Teraz najdeme velkosti vnitornych uhlov v A;B3Cs. Opéf vidime tri tetivové Stvoruholniky a analogicky
ziskavame velkosti uhlov — postupne 65°, 60° a 55°.

Postup zopakujeme aj pre uhly v trojuholniku A3 B3C3 a dostavame velkosti uhlov postupne 50°, 60° a 70°. To
znamend, ze trojuholnik A3 B3C3 je podobny s trojuholnikom ABC a navyse vidime, Ze osi uhlov trojuholnika
ABC st osami odpovedajuicich uhlov aj v trojuholniku A3B3Cj5.

Teraz si musime uvedomit, ze po kazdych troch opakovaniach sa dostdvame do rovnakej situdcie, ako sme boli
na zaciatku. Trojuholnik A,7;B17C17 bude preto podobny s trojuholnikom A;B,Ci, Co znamena, ze velkosti
jeho uhlov s 65°, 60° a 55°.

Uloha 1.11: Najdite vietky kladné celé &sla n také, ze n(n + 16) je druhou mocninou celého ¢isla.
Vysledok: {2,9}
Riesenie: Vyraz zo zadania vieme pre kladné celé ¢islo n ohranicit ako:

n? < n(n+16) = n? + 16n < n? + 16n + 64 = (n + 8)2.

Odtial vidime, Ze ak existuje také n, Ze n? + 16n je Stvorec, tak tento $tvorec m4 tvar n? +16n = (n+k)? (%),
kde k je kladné celé ¢islo také, ze 1 < k < 8. Roznédsobme pravi stranu vztahu (J):

n? +16n = n? + k* + 2nk = 2(8n — nk) = k?,
odkial vidime, ze k je parne, ¢o spolu s ohrani¢enim 1 < k£ < 8 znamenad, ze ndm staci rozobrat tri pripady:

1. k = 2: Ak dosadime do (%) mame: n? + 16n = (n +2)?2 = n? + 4 +4n = 12n = 4, ¢o nevedie na
celociselné riesenie pre n, Co je spor.

2. k = 4: Ak dosadime do (%) méme: n? + 16n = (n +4)? = n? + 16 + 8n = 8n = 16, odkial dostidvame
rieSenie n = 2.

3. k = 6: Ak dosadime do (%) mame: n?+16n = (n+6)? = n? + 36 + 12n = 4n = 36, odkial dostédvame
rieSenie n = 9.



Zhrnutim dostdvame dve rieSenia: n € {2,9}.

Uloha 1.12: Kolko redlnych riesenf mé rovnica 2 + 10000|z] = 100002? Cislo |z] oznacuje dolnii celii Cast
redlneho ¢isla x, ¢o je najvicsie celé cislo také, ktoré je mensie alebo rovné ¢islu x.

Vysledok: 199

RieSenie: Pre kazdé ¢islo = plati © = |z] + {z}, kde {z} je desatinnd cast ¢isla x. Preto moZeme prepisat
rovnicu zo zadania do tvaru 22 = 10000{x}. Lava strana (LiS) rovnice je parabola a pravd strana (PS) je po
Castiach linedrna funkcia. PresnejSie PS je linedrna funkcia pre x € (n,n + 1), kde n je celé ¢islo. NavySe na
tomto intervale funkcia nadobuda vsetky hodnoty z (0,10000). Pre intervaly (—100, — 99), ..., (98,99) graf
funkcie 2% zad¢ina nad grafom (resp. na trovni grafu) funkcie 10000{z} a koné pod. Navyse, obe funkcie sii
na jednotlivych intervaloch spojité, a preto sa ich grafy musia niekedy pretntt. Pretni sa dokonca prave raz,
pretoze parabola a priamka moézu mat maximalne dva spolo¢né body, a to len v pripade, ak by linedrna funkcia
zacala pod parabolou a skoncila by tiez pod parabolou, ¢o ale nenastalo ani na jednom z intervalov.

Na intervale (99,100) je graf funkcie 10000{x} stdle pod grafom funkcie 22 a rovnako je to aj pre akékolvek iné
x € (—oo, — 100) U (100, 00), kedZe funkcia 2% tu nadobtida hodnoty vii¢sie ako 10000. Preto je rieseni tolko,
ako intervalov (—100, — 99), ..., (98,99), ktorych je 199.

2. Cast

Uloha 2.1: Nahradte pismen4 &slicami tak, aby platilo MMS5/N5 = 5. Ako odpoved zadajte ¢islo 10N + M.

Vysledok: 42

Riesenie: Pomocou dekadického zapisu ¢&isla si prepiSeme M M5 ako 100M + 10M + 5 = 110M + 5 a N5 ako
10N + 5. Riesime rovnicu:

110M +5

10N +5

110M +5 =5 (10N + 5) = 50N + 25
110M = 50N +20 = 10 - (5N + 2)
11M = 5N + 2.

Lavé strana rovnice je delitelna 11, takze aj prava musi byt. Hladame také N, kedy 5N + 2 je delitelné 11, teda
5N + 2 moze nadobtidat len hodnoty 0, 11, 22, 33 alebo 44 (kedZe N je cifra, a teda 5N + 2 je najviac 47). Ako
jediné vyhovuje N =4, teda 5N + 2 = 22, a preto M = 2. Mdzeme este overit, & to sedi: 225/45 = 5. Hladané
¢islo 10N + M je teda 42.

Uloha 2.2: Zo skupiny Siestich tcastnikov — Adam, Bratio, Cyril, Dano, Eva, Fredo — je potrebné vytvorit
sutazny tim s dvoma az Siestimi ¢lenmi. Adam moze ist iba ak pdjde Brano. Ak pojde Cyril, tak nepdjde Dano,
ani Eva. Ak pdjde Fredo, Adam nepojde. Kolkymi spésobmi sa dé zostavit tim tak, aby boli splnené vsetky
podmienky?

Vysledok: 19

RieSenie: Najprv sa pozrime na pripady, ked v time nie je Brano (to znamend, Ze tam nebude ani Adam).
Hned mézeme vidiet, Ze jedno zo zlozeni timu je Dano a Eva. Mo6zeme si vS§imnut, ze Fredo mo6ze byt v dvojici
s kymkolvek okrem Adama (a Bratia), a dokonca mdze vzniknit aj trojica v zlozen{ Fredo, Dano, Eva. Zatial
teda mame 4 moznosti, kde je timom dvojica (aj Dano s Evou) a 1, kde je to trojica. Ziadne iné zloZenie timu
kde je Fredo a nie je Brano vzniknit nemdze, kedze kvoli Cyrilovi nechet byt v time az dvaja ludia.

Co ak v time bude Braiio? Najprv skisime najst tim s ¢o najvaéim poc¢tom Tudi. Kedze kvéli Cyrilovi nepdjdu
dvaja Tudia, tak Cyril v time nebude. Zaroven tam moze byt iba jeden z dvojice Adam a Fredo. To znamen4,
Ze nam mozu vzniknut Stvorice Brano, Adam, Dano, Eva alebo Brano, Fredo, Dano, Eva. Ked by sme z tychto
Stvoric vytvorili aj timy s mensim poc¢tom Iudi (trojice a dvojice), v ktorych je Braiio, tak dostdvame dokopy
9 dalsich novych moznosti (do toho neratame tie dve Stvorice). Zostdva nam zistit, aké mézu byt rozdelenia
kde je Brano aj Cyril. Tato dvojica je v poriadku, no mozeme tam prihodit eSte aj Adama alebo Freda — to su
dalsie 3 moznosti.

Dokopy teda mame 5+ 9 + 2 + 3 = 19 moznosti. Na zdver uvddzame este prehlad vSetkych moznosti (mend si
skrétené iba na zaciatoéné pismend):



e Timy bez Brana: DE, FC, FD, FE, FDE.
e Timy s Branom a bez Cyrila: BADE, BFDE, BAD, BAE, BFD, BFE, BDE, BA, BF, BD, BE.
e Timy s Branom a Cyrilom: BC, BCA, BCF.

Uloha 2.3: Majme pravouhly trojuholnik ABC' s odvesnami AB a AC' s velkostami postupne 12 a 5. Na strane
AB zvolime bod S tak, Ze kruznica k so stredom S, prechadzajica bodom A, sa dotyka strany BC' tak, ako je
to zndzornené na obrazku. Aka je velkost polomeru kruznice k7

C

Vysledok: 10/3

RiesSenie: Oznac¢me si bod dotyku kruznice k so stranou BC' ako bod X. Polomer kruznice je v bode dotyku
kolmy na doty¢nicu, preto vieme, ze |[€SXC| = |[¥SXB| = 90°. A taktiez, ze |AS| = |X S| = r, kedZe sa jedna
o polomery kruznice k.

A S 12/ B

Trojuholnik BX S je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole X a uhlom g pri vrchole B a so stranami

| XS|=r,
|SB| = |AB| — |AS| =12 — .

Trojuholnik BAC' je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole A a uhlom f pri vrchole B a so stranami
|AC| =5,
|CB| = \/|AB? + [AC]2 = V122 + 52 = 13.

Trojuholniky BX .S a BAC st podobné podla vety uu, a teda pomery prislichajicich stran sa rovnaju:

|IXS|  |SB|
|AC|  |CB

Uz len dosadime prislusné dlzky stran a dopocitame polomer kruznice:

r  12—r
5 13
13r =60 — 57

18r = 60
r=10/3.

Polomer kruznice k je teda 10/3.



Uloha 2.4: Nijdite vetky prvodisla, ktoré mézeme vyjadrit ako stdet a zaroveti aj rozdiel dvoch ingch prvoéisel.

Vysledok: 5

Riesenie: Jediné parne prvocislo je 2, to vSak nevieme vyjadrit ako siucet ziadnych dvoch prvocisel. Preto
hladané prvocislo (ozna¢me ho x) musi byt neparne. Nepdrne ¢islo vieme ziskat iba ako sicet parneho
a neparneho ¢isla. To znamend, Ze v stucte aj rozdiele pouzijeme urcite ¢islo 2, ateda 2+p=2xa q¢—2 =z,
kde p a g st prvocisla. Inak povedané, ¢isla z — 2, x aj = + 2 sd prvocisla. VSetky tri maju rdzny zvysok po
deleni ¢fslom 3, ¢ize aspoit jedno z nich je delitelné tromi. Jediné prvoéislo spliiajtce tito podmienku je 3, preto
r—2=3ax=>5.

Uloha 2.5: Taxikér sa pohybuje po hranich Stvoréekovej siete. Zadina v bode [0,0] a ide do bodu [6,3].
V bodoch [4,1] a [3,2] si dopravné kontroly. Aké je pravdepodobnost, Ze sa kontroldm vyhne, ak v kazdom
kroku z krizovatky [a, b], kde a < 6 a b < 3 s pravdepodobnostou 1/2 zamieri na krizovatku [a+ 1, b] a s pravde-
podobnostou 1/2 na krizovatku [a,b + 1] a z ostatnych kriZovatiek mieri priamo ku krizovatke [6, 3]7 Vysledok
napiste ako zlomok v zakladnom tvare.

Vysledok: 17/32

Riesenie: Pravdepodobnost, Ze sa taxikar vyhne kontrole ndm v sicte s pravdepodobnostou, ze taxikar narazi
na kontrolu déva 1. Preto sa nam staci pozriet na to, akd je pravdepodobnost, Ze taxikar narazi na kontrolu.
Kedze sa taxikar pohybuje len smerom doprava a hore, cestou nemodze narazit na obe kontroly. Preto si to
mozeme rozlisit dva pripady:

o Ak4 je pravdepodobnost, Ze taxikdr narazi na kontrolu na krizovatke [3,2]?

o Ak4 je pravdepodobnost, Ze taxikdr narazi na kontrolu na krizovatke [4,1]?

Najskor rozoberieme prvy pripad. Vezmime si Iubovolni cestu z [0,0] do [3,2], napriklad cestu zndzorneni
na nasledujicom obrazku. Ak& je pravdepodobnost, Ze taxikdr prejde touto cestou a naraz{ na hliadku na
krizovatke [3,2]?

Na kazdej krizovatke s pravdepodobnostou 1/2 taxikdr ostane na ceste a s pravdepodobnostou 1/2 z cesty
odbodi (tu sme vyuzili, Ze Ziadna krizovatka nemé prva siradnicu 6 alebo druhu stradnicu 3, kde by taxikér
nemal na vyber a musel by ist priamo k bodu [6, 3]). Pozd7 cesty mdme 5 krizovatiek, na ktorych sa musi
taxikar vybrat sprdvnym smerom, a preto pravdepodobnost, Ze ostane na tejto ceste je (1/2)% = 1/32. Ciest
z bodu [0,0] do bodu [3,2] je (g) = 10 (z piatich presunov vyberdame dva, ktoré si doprava) a kazda z tychto
ciest ma pravdepodobnost 1/32, Ze nou taxikdr pojde. Preto je pravdepodobnost, Ze taxikir pdjde jednou
z tychto ciest, a teda, Ze prejde bodom [3, 2], rovna 10/32.

Rovnakym spdsobom dostaneme, ze z bodu [0, 0] do bodu [4, 1] vedie 5 ciest a kazda z tychto ciest ma pravde-
podobnost 1/32. Preto je pravdepodobnost, Ze taxikar pojde cez bod [4, 1] rovna 5/32.

Preto dostdvame, Ze taxikdr narazi na kontrolu s pravdepodobnostou 10/32 4+ 5/32 = 15/32, a teda pravde-
podobnost, ze sa kontrole vyhne je 1 —15/32 = 17/32.

Uloha 2.6: Majme postupnost kruhov s obsahmi S, Ss, ..., Sa01s. Stéet obsahov vietkych tychto kruhov je
20197 a pre jednotlivé obsahy plati vztah S, 11 = S1 + S,,. Zistite polomer kruhu s obsahom Siggg.

Vysledok: 1
Riesenie: Plati, Ze nase obsahy si vieme napisat ako

Spy1 =51+ 8, =51+ 51+ 8- 1=51+51+51+82=-=(n+1)-5,
pricom toto plati pre Tubovolné n > 1 a pre stucet vSetkych clenov dostavame

51+SQ+SS"'+52018:Sl+2'51+3"Sl+"'+2018'51:(1+2+3+~-'+2018)-51.



Podla vzorca, ktory hovori, Ze sti¢et celych ¢isel od 1 do n je n(n + 1)/2 vidime, zZe

2018 - 2019
20197 = S1 + 59 + -+ + Sa018 = fSl = 1009 - 2019 - 5;.

Zaroven ale S1ggg9 = 1009 - Sy, takze Sigo9 = 7, ¢iZe tento kruh mé polomer 1.

Uloha 2.7: Kolko existuje usporiadanych stvoric (k,1, m,n) kladnych celych ¢isel takych, ze k+14+m+n = 317

Vysledok: (%)) = ;3% = 302928 — 4060

Riesenie: Na riesenie tilohy zvolime trochu menej abstraktni reprezentaciu ¢isel. Postavme do radu 31 gul6cok,
pricom kazdé dve susedné si oddelené medzerou. Zvolme si tri rézne medzery a vlozme do kazdej z nich
prepazku. Pocet guldcok od zaciatku radu az po prva prepazku je ¢islo k, pocet gulocok od prvej prepazky po
druhi prepazku je ¢islo I, od druhej po tretiu ¢islo k a od tretej az po koniec radu je n. Vsimnime si, ze sicet
Cisel je pocet vsetkych gulocok, teda 31. Uvedomme si, Ze kazda usporiadand stvorica (k, [, m,n), ¢o je rieSenim
ilohy, vie byt reprezentovand nejakym vlozenim prepazok medzi gulcky. Zaroven, dve usporiadané stvorice
st rovnaké len vtedy, ked maju prepazky vlozené na rovnaké pozicie. To znamend, Ze pocet vyhovujicich
usporiadanych Stvoric (k,l,m,n) je totoZny s poftom sposobov, ktorymi vieme vybrat tri rézne medzery na
vlozenie prepazok. Vieme pritom, ze medzier v rade je o jednu menej ako pocet gulocok. Riesenim je preto
hodnota kombinaéného c¢isla (330).

Uloha 2.8: Zistite, aky zvySok déva &slo 520 po deleni 26.

Vysledok: 1

Riesenie: Plati , ze 520 = 25'0 = 625°. Cislo 625 déva zvysok 1 po deleni 26, teda je tvaru 26k + 1 pre nejaké
celé ¢islo k. Ak budeme ¢islo tvaru 26k + 1 nasobit samé so sebou, postupnym roznasobovanim jednotlivych
¢lenov dostaneme vyraz, kde kazdy ¢len okrem posledného bol aspon raz vynasobeny ¢islom 26k. Posledny ¢len
vznikne zo sucinu samych ¢isel 1. Preto plati, ze vsetky ¢leny okrem posledného budu delitelné 26 a vysledna
mocnina bude davat zvysok 1 po delenf 26. Cislo 625° = 520 dava teda po deleni 26 zvysok 1.

Uloha 2.9: Ak4 je hodnota vyrazu:

1+2\/1+2\/1+2\/1+2\/1+...?

Vysledok: 1+ V2

Riesenie: Ozna¢me hladani hodnotu ako z. Kedze vyraz je nekonecny, mozeme si vSimnut, Ze pod prvou
odmocninou sa opéf skryva cely tento vyraz, presnejsie, ze plati z = /1 + 2x. Z toho vidime, Ze musi platit aj
22 = 1+ 2z, ¢o je kvadratickd rovnica s rieSeniami 1 4+ v/2 a 1 — v/2. Druhé z nich je zaporné, takze nemoze
byt rovné druhej odmocnine z nejakého éisla. Riesenim je teda 1 4 v/2.

Uloha 2.10: Majme §tvorec ABC'D a k nemu pripisany pravouhly trojuholnik ADE, pricom strana AD je
prepona a bod E lezi mimo Stvorca ABC'D. Vieme, ze |AE| =6, |[ED| = 8. Ak je dlzka tsec¢ky EB?

Vysledok: /232 = 2v/58

RieSenie vyuzivajice syntetickt geometriu: Ozna¢me |[SADE| = .
Trojuholnik ADE je pravouhly, teda |[¥DAE| = 90° — «. Zostrojme
bod E’ mimo Stvorca tak, aby |AE'| = 8 a |BE'| = 6. Nakolko
|AD| = |AB|, trojuholniky AED a BE'A st zhodné. NavySe plati, Zze
[XDAE| + |¥BAD| + |XBAE'| = (90° — a) + (90°) + (a) = 180°, éo zna-
mené, ze body E, A a E’ lezia na jednej priamke. Z toho vyplyva, Ze
BEE' je pravouhly trojuholnik. DIzku |EB| tak uréime z Pytagorovej
vety ako: |EB| = /|BE'|2 + (|AE| + |AE'[)2 = /62 + (8 + 6)2 = \/232. A B

C

Riesenie vyuzivajice analyticki geometriu: Z Pytagorovej vety
vieme, ze |AD|?> = |AE|? + |[ED|* = 100, a teda nas $tvorec ma stranu
10. Zavedme kartezidnsku suradnicovi ststavu s pociatkom [0, 0] v bode E’



A. Nech mé bod B stiradnice [10,0], D nech mé [0, 10] a ozna¢me siradnice E ako [z,y]. Rovnice zo zadania
vieme prepisat ako:

|AE| =6 = |[A—F|=6 = (0—2)?+(0—-y)? =2 +9*>=6> (%)
|[ED|=8 = |[E—-D|=8 = (z—0)+(y—10)> =2+ (y — 10)> =8> ()

Ulohou je zistit hodnotu vyrazu: |[EB| = |E—B| = /(z — 10)2 + y2. Odé&itanim rovnice (%) od () dostavame:
(y —10)? — 3% = 82 — 62 = 100 — 20y = 82 — 62, ¢o je linedrna rovnica s jedinym riesenim, a to y = 18/5.
Dosadenim do (%) dostaneme kvadratickd rovnicu s dvoma rieSeniami pre z a to 24/5 a —24/5. Vzhladom na to,
7e bod E lezi mimo $tvorca, je hladanym rieSenim x = —24/5. Ostéva dosadit do: |[EB| = /(x — 10)2 + 3% =

V(—24/5 —10)2 1 (18/5)2 = /232.

Uloha 2.11: Majme postupnost dant vztahmi: a; = 1, asy, = an, a3, = an + 1, a4 = agp+1 + a, — 1. Urcte
a999999999 (index je zloZeny z deviatich cifier 9).

Vysledok: 5

Riesenie: Cislo 999 999 999 je delitelné ¢islom 81. To znamend, ze ho vieme 4-krat vydelit ¢islom 3. Pouzitim
tretieho vztahu, as, = a, + 1, tak dostavame postupne

1999999999 = 333333333 + 1 = (@111111111 + 1) + 1 = (asroz7037 + 1) + 2 = (a12345679 + 1) + 3,

a teda agg9999999 = @12345679 + 4. Dalej vyuzijeme stvrty vzfah, aq, = aspy1 +an — 1. Cislo 12 345 679 dava po
deleni ¢islom 3 zvysok 1, takze vo vztahu zastupuje ¢len ag,4+1 s n = 4115226. Vyjadrenim as, 41 a nahradenim
n dostdvame a12345679 = @16460904 — A4115226 1 1, celkovo

(999999999 = (16460904 — (4115226 + O-

Kedze 16460904 = 4 - 4115226, tak pouzitim druhého vztahu, as, = a,, vidime, Ze od¢itavame ¢isla s rovnakou
hodnotou, a preto 1999999999 — 5.

Uloha 2.12: Kolko existuje ciest v tvoréekovej sieti z bodu [0, 0] do bodu [20,20], ak sa mozeme hybat len po
hrandch Stvoréekov doprava a hore a nemozeme sa dostat nad uhlopriecku spéjajicu body [0,0] a [20,20]?
Vysledok: (50) — (57) = (50)/21 = (55)/41 = 6564120420

Riesenie: Pohyb po stvorcekovej sieti sa dé zapisat ako postupnost sipok —1——1 ..., kde — predstavuje
pohyb doprava a 1 pohyb hore. Pocet vsetkych ciest z [0,0] do [n,n], vradtane tych, ktoré pretnd uhlopriecku,
je (2:) (z 2n sipok sme vybrali tych n, ktoré ukazuji doprava). Teraz nam staci spocitat pocet ,zlych“ ciest,
ciest, ktoré pretnt uhlopriecku, a odpocitat ich od vsSetkych ciest.

Pozrime sa preto na Iubovolnd zli cestu, napriklad na cestu na lavom obrazku. Tato cesta sa niekedy musi
aspon dotknit diagonaly d spdjajicej body [0,1] a [n,n + 1]. Pozrime sa preto na prvé miesto, kde sa cesta
dotkne diagondly d a cely zvySok cesty preklopime pozdii tejto diagondly (zmenime $ipky smerujice doprava
na $ipky smerujice nahor a naopak). Dostaneme tak situdciu na obrdzku vpravo. Nepreklopend Cast cesty
obsahuje o jednu sipku nahor viac ako je sipok doprava, a kedze zvysok cesty mal o jednu sipku doprava viac,
po preklopeni bude mat o jednu Sipku nahor viac. Preto cela nova cesta obsahuje o dve sipky nahor viac, a teda
skonéi v bode [n — 1,n + 1].

|
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TN Tl T T Tt T TT AT T
|
|

N

——Hd-—-F-=t+-=-H

| | | |
| | | |
L L1

0,00 [0, 0]

Takto vieme z kazdej zlej cesty vytvorit cestu z [0,0] do [n — 1,n + 1]. Funguje to aj naopak, z kazdej cesty
z [0,0] do [n —1,n+ 1] vieme vytvorit zli cestu rovnakym sposobom. Méme teda jednoznaéné priradenie medzi
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cestami z [0,0] do [n—1,n+ 1] a zlymi cestami, a preto je ich pocet rovnaky. Pocet ciest z [0,0] do [n —1,n+1]
sa ale spocita jednoducho, a to ako (n2+n1 ) Teda pocet dobrych ciest je (27:‘) — (nzfl ) Pre tplnost pridame aj iné
tvary vysledku, ktoré sme mohli dostat. Rozpisme si rozdiel kombina¢nych ¢isel pomocou faktoridlov a pozrime

sa na to, ako sa tento rozdiel da dalej upravit:

(%>_<m1>@m! (2n)! (2n)! (n+1) — (2n)!n (2n)!

n n—+1 - -

Conlnl (n—-D!'(n+1)! n!(n+1)! Conl(n+ 1)

Posledny podiel vieme zapisat ako (**)/(n + 1) alebo ako (**7')/(2n + 1). Dosadenim n = 20 dostaneme, ze
pocet moznosti je 6564120420.

3. Cast

Uloha 3.1: Na obrizku je zndzorneny obdlznik ABC'D s obsahom 1 a body E, F postupne na stranich C'D,
AD také, ze obsah vysrafovanej Casti je 0,42. Aky obsah ma siva Cast?

D E C

Vysledok: 0,16

RieSenie: Trojuholnik ABE mé poloviény obsah oproti obdizniku ABCD, teda 0,5, rovnako tak aj BCF.
Obsah sivej ¢asti trojuholnika ABFE je preto 0,5 minus obsah vysrafovanej ¢asti, teda 0,5—0,42 = 0,08. Rovnako
aj siva cast trojuholnika BC'F mé obsah 0,5 — 0,42 = 0,08. Spolu je teda obsah sivej casti 0,08 + 0,08 = 0,16.

Uloha 3.2: Nijdite vietky také prirodzené dvojciferné ésla, pre ktoré plati, Ze st rovné stétu svojej ¢slice na
mieste desiatok a druhej mocniny svojej ¢islice na mieste jednotiek.

Vysledok: 89
RieSenie: Ozna¢me si hladané &slo ako AB. Potom musi platit vztah AB = A + B2. Cislo AB si vieme
zapisat ako 104 + B. Celkovo teda plati:
10A + B = A+ B?,
9A = B? — B,
9A = B(B —1).
Lavd strana rovnice je delitelnd 9, potrebujeme teda, aby aj vyraz B(B — 1) bol delitelny 9. KedZze sa jednd

o sucin dvoch po sebe idudcich jednocifernych cisel (kedZe B je cifra), tak nutne musi platit B = 9. Odtial
dostdvame, ze 9A =9 - 8, a teda vieme, ze A = 8. Jediné vyhovujtce ¢islo je tym padom 89.

Uloha 3.3: Plati, 7e kazdé z &sel a, b, ¢ je ndhodne vybrané z mnoziny {1,2,3,4,5}. Ak4 je pravdepodobnost,
ze Cislo ab + ¢ je neparne? Vysledok zadajte ako zlomok v zdkladnom tvare.

Vysledok: 66/125

Riesenie: Cislo ab+ c je neparne, ak ab je parne a c neparne alebo naopak. Najprv sa budeme zaoberat prvou
moznostou. Parne ab vieme ziskat v pripadoch:

e parne a a neparne b,
e neparne a a parne b,

e parne a a parne b.
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Spolu ndm to dava 6 + 6 + 4 = 16 moznosti pre parne ab. To eSte musime vynasobit po¢tom moznosti pre
neparne ¢, ¢o je 3. To znamend, Ze ab + ¢ je neparne (pri parnom ab a neparnom c) v 16 - 3 = 48 pripadoch.

Teraz nam uz len zostava zistit, kolko moznosti mame pre neparne ab a parne c¢. Na to musi byt a aj b neparne
a ¢ parne, ¢o znamend, ze mame dokopy 3 - 3 - 2 = 18 moznosti.

Spolu tak mame 48 + 18 = 66 moznosti pre neparne ab + c¢. Kedze nas zaujima pravdepodobnost, tak to este
musime vydelit celkovym poétom moznosti, ktorych je 5-5-5 = 125. Vysledna pravdepodobnost je teda 66,/125.

Uloha 3.4: Nech a je celé ¢&islo a p je prvoéislo také, Ze je splnend rovnost p + 400 = a?. Aky je stcet vietkych
moznych hodndt, ktoré moze prvocislo p nadobidat?
Vysledok: 41

Riesenie: Vieme, 7e a® = (—a)?, a preto sa nam sta¢f pozerat na nezaporné hodnoty a. Rovnicu vieme upravit
nésledovne:

p+ 400 = a?
p = a’® — 400
p = a® — 20>

p = (a — 20)(a + 20).

Kedze prvocislo je kladné a delitelné iba jednotkou a samym sebou, tak a —20 =1 a a+ 20 = p, a teda a = 21
ap=41.

Uloha 3.5: Majme ¢erny rovnostranny trojuholnik. V jednom kroku rozdelime vietky trojuholniky na 4 zhodné
rovnostranné trojuholniky a prefarbime stredny trojuholnik — ak bol ten pévodny cierny, tak stred bude biely
a naopak. Aky bude pocet bielych trojuholnikov po Siestom kroku?

Vysledok: 2016

Riesenie: Oznacme si pocet bielych trojuholnikov na zaciatku kroku ako b a pocet ¢iernych trojuholnikov na
zadiatku kroku ako ¢. Dalej si ozna¢me poéet bielych trojuholnikov na konci kroku ako B a poéet ¢iernych
trojuholnikov na konci kroku ako C. V jednom kroku sa z kazdého b stane jeden C a tri B a z kazdého ¢ sa
stane jeden B a tri C'. Zapisané v rovniciach:

B=3b+c,
C =3c+0b.

Pozname teda uz vzorec na vypocet B a C, ostava uz iba vytvorit tabulku pre prvych 6 krokov:

Krok | b (pred krokom) | ¢ (pred krokom) | B (po kroku) | C' (po kroku)
1 0 1 1 3
2 1 3 6 10
3 6 10 28 36
4 28 36 120 136
5 120 136 496 528
6 496 528 2016 2080

Pocet bielych trojuholnikov po siestom kroku bude teda 2016.

Uloha 3.6: Aké je najvicsie prirodzené &slo, ktoré sa nedd zapisat v tvare 42a + b, kde a, b st kladné celé
¢isla a navysSe b je zlozené ¢islo? (Cislo nazyvame zloZenym, ak sa dé zapisat ako sicin dvoch prirodzenych ¢isel
vacsich ako 1.)

Vysledok: 215

RieSenie: Hladané ¢islo si oznacme n. Predpokladajme, Ze je vicsie ako 210 (42 sa doii zmesti aspon 5 krat).
To znamend, Ze sa toto ¢islo d4 zapisat ako 42-14 (n—42), 42-2+ (n—84), 42-3+ (n—126), 42-4+ (n — 168),
42 -5+ (n — 210). Zo zadania vieme, ze hladdme také ¢o najvicsie ¢islo, kde b nebude zlozené, a teda kazdé
z Cisel n — 42, n — 84, n — 126, n — 168, n — 210 nesmie byt zloZené ¢islo.

Ak sa pozrieme na zvysky tychto ¢isel po deleni piatimi, tak si vSimneme, Ze st rdzne (postupne: n — 2, n — 4,
n—1,n—3, n). Vidime, Ze préve jedno z tychto ¢isel musi byt delitelné piatimi. Kedze jediné prvocislo delitelné
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piatimi je 5, tak jedno zo spominanych zapisov b bude 5 a bude to to najmensie, teda n —210. Tomu zodpoveda
¢islo n = 215. Po dosadeni lahko overime, ze vSetky tieto ¢isla (173, 131, 89, 47, 5) su prvocisla, a teda naozaj
hladané ¢islo je 215.

Tu je nutné si uvedomit, ze sme ukazali, ze kazdé ¢islo vicsie ako 210 sa da zapisat takymito piatimi spdsobmi,
kde pre jeden zo sposobov je b delitelné piatimi. Preto sa d& kazdé cislo vécsie ako 210, rozne od ¢isla 215,
zapisat v tvare 42a + b, kde b je zlozené ¢islo delitelné piatimi.

Uloha 3.7: Najdite vetky redlne &sla a také, Ze rovnica
a=lr—|z—|z— 4]
ma prave tri rieSenia pre realnu neznamu x.
Vysledok: a = 2
RieSenie: Ulohu budeme riesit graficky, a to tak, Ze si do grafu vykreslime funkciu f(z) = |z — |z — |z — 4]||.
Na to, aby sme ziskali jej predpis, rozoberieme niekolko pripadov:
1. & > 4: pre vSetky také Cisla plati, ze |x — 4| =  — 4, teda f(z) vieme pre vSetky = > 4 prepisat ako:
f@)=lr—le—(@-4[=lz-[{=|r-4=2z—-4
2. z < 4:plati |z — 4| = —(x — 4), teda f(x) vieme pre vSetky ¢isla z < 4 prepisat ako: f(z) = |z — |z —
(=(z —4))|| = | — |2z — 4]|. Rozoberme dalsie dva pripady:

(a) 2 <z < 4: plati |2z —4| = 2z —4, teda f(z) vieme pre tieto ¢isla prepisat ako: f(z) = |v—(2z—4)| =
[4—z|=4—=.

(b) =z < 2: plati |2z — 4] = — (22 — 4), teda f(z) vieme pre tieto ¢isla prepisat ako: f(z) = |z — (— (22 —
4))| = |3z — 4]. Rozoberme dalsie dva pripady:

i. 4/3 <z < 2: plati |3z — 4| = 3z — 4, teda f(z) vieme pre tieto ¢isla prepisat ako: f(z) = 3z —4.
iil. © <4/3: plati |3z — 4] = —(3x —4), teda f(x) vieme pre tieto ¢isla prepisat ako: f(x) =4 — 3z.

Ked vykreslime funkciu f(z) po Castiach na jednotlivych intervaloch podla ziskanych predpisov dostaneme graf:

f(x)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -———=-a

[ G S
=~
obF--------

0| 2/34/3

Riesenim rovnice zo zadania je pre zvolené a kazdy priesecnik funkcie f(x) a konstantnej funkcie a. Na grafe
mozeme vidiet, Ze pre a < 0 nem4 rovnica ziadne riesenie; pre a = 0 a a > 2 prave dve rieSenia; pre 0 < 2 < a
préve Styri rieSenia. Préve tri rieSenia ma rovnica len pre a = 2 a st to z € {2/3,2,6}.

Uloha 3.8: Nijdite vetky usporiadané dvojice kladnych celych &sel (a,b) také, ze a! + 4! = b2,
Vysledok: (1,5), (5,12)

RieSenie: Ak za a dosadime postupne celé ¢isla 1 < a < 5 a vyjadrime b, dostaneme dve rieSenia, a to (1,5)
a (5,12). Teraz ukazeme, ze iné rieSenie neexistuje. Pre a > 6 plati, ze a! = (2k) - 4!, kde k € N. Potom ale:
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al +4!' = (2k) -4+ 4! =41 (2k+1) =23-3- (2k +1) = b*. Pre a > 6 m4 vyraz a! + 4! v prvoéiselnom rozklade
dvojku v tretej mocnine a stc¢in dvoch neparnych cisel, teda nemdze byt stvorcom ziadneho kladného celého
¢isla — nutnou podmienkou toho, aby bolo ¢islo Stvorec je totiz to, Ze kazdé prvocislo musi mat v rozklade parny
exponent. V opac¢nom pripade by b nebolo celé, ¢o by bol spor so zadanim.

Uloha 3.9: Kolkymi sposobmi vieme vyplatit sumu 2018 eur, ak méame k dispozicii neobmedzeny pocet 10, 5
eurovych bankoviek a 1 eurovych minci?

Vysledok: (*)°) -2 =203 - 202 = 41006

Riesenie: Rozdelme si riesenie na dva pripady v zavislosti od toho, ¢i pouzijeme parny, alebo neparny pocet
5-eurovych bankoviek.

V pripade, ze pouzijeme parny pocet 5-eurovych bankoviek, mézeme tieto bankovky sparovat a kazdy par bude
maf hodnotu 10 eur. Bankovky s hodnotami 10 a 5 sa nam preto s¢itaji do sumy delitelnej desiatimi. Preto pri
vyplacani poslednych 8 eur neméme na vyber a musime ich vyplatit pomocou 1-eurovych minci. Zvysnych 2010
eur si rozdelime na skupiny po 10 eur, kde niektoré zo skupin budu vyplatené pomocou 10-eurovych bankoviek,
niektoré pomocou 5-eurovych bankoviek a niektoré pomocou l-eurovych minci. Tychto skupin méame 201
a rozdelime ich pomocou 2 oddelovacov. Jedno konkrétne rozdelenie sa nachéddza na nasledujicom obrazku.

L1 | - [ 1w ||[25] - [2-5]][10-1] - [10-1

Pocet rozdeleni dostaneme jednoducho tak, ze vSetkych 201 10-eurovych skupin nahradime hviezdickami,
pridame 2 hviezdicky navysSe pre oddelovace a zo vsetkych 203 hviezdic¢iek vyberieme 2, ktoré budu pred-
stavovat oddelovace. Na vyber oddelovadov méme (**) moznosti a kazdd moznost ndm d4 jeden konkrétny
sposob zaplatenia 2018 eur.

V pripade, Ze pouzijeme neparny pocet bankoviek s hodnotou 5 eur, mézeme opét vyriesit poslednych 8 eur
a to tak, ze ich zaplatime pomocou troch 1-eurovych minci a jednej 5-eurovej bankovky. Potom nam ale ostane
parny pocet bankoviek s hodnotou 5 eur a mézeme pouzit uvahu z predchadzajiceho pripadu. Opét rozdelime
zvys$nych 2010 eur na skupiny po 10 eur a kazdych 10 eur zaplatime pomocou jednej 10-eurovej bankovky, dvoch
5-eurovych bankoviek alebo desiatich 1-eurovych minci. Na to mame (223) moznosti ako sme uz ukazali v prvej
casti.

203

5 ) moznosti na vyplatenie 2018 eur.

Preto mame spolu 2 - (

Uloha 3.10: N4jdite vetky dvojice kladnych celych &fsel (a,b), pre ktoré plati a < b a a® + b? = 2018.

Vysledok: (a,b) = (13,43)

RieSenie: Najskor sa pozrime, aké hodnoty moézu nezndme a a b nadobtidat. Cislo 452 = 2025 je vicsie ako
2018, a preto a a b musia byt mensie ako 45. Dalej sa pokisime vylacit dalsie hodnoty. Cislo 2018 je pérne,
¢ize a a b musia mat rovnaku paritu. Ak by vSak a aj b boli parne &isla, sticet a? + b2 by bol delitelny stvorkou,
zatial ¢o 2018 = 2 - 1009 stvorkou delitelné nie je a teda a a b st neparne cisla.

Dalej sa pozrime na to, aké cifra moze byt na mieste jednotiek ¢isel a a b.

Posledn4 cifra a 1135|719
Posledné cifra a® | 1 | 9

Teraz si mozeme vsimnuf, ze s¢itanim dvoch druhych mocnin mézeme dostat cifru 8 na mieste jednotiek len
tak, ze ¢isla a a b koncia cifrou 3 alebo 7. Preto si skisme vypisat druhé mocniny ¢isel konc¢iacich na 3 alebo 7
a zistit, ktoré z nich vyhovuju zadaniu.

a 3 7 | 13 ] 17 ] 23] 27 ] 33 | 37 | 43
a? 9 | 49 | 169 | 289 | 529 | 729 | 1089 | 1369 | 1849
b2 =2018 — a2 | 2009 | 1969 | 1849 | 1729 | 1489 | 1289 | 929 | 649 | 169
b - - 43 - - - - - 13

Za predpokladu a < b vidime, Ze rieSenim je len jedna dvojica (a,b) v tvare (13,43).
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Uloha 3.11: Mame tri kruznice roznych velkosti, ktoré sa po dvojiciach dotykaji a majt spoloénd dotyénicu,
ako je to zndzornené na obrazku. Polomer najvic¢sej z nich je 16 a polomer strednej je 9. Aky polomer mé
najmensia kruznica?

Vysledok: (12/7)? = 144/49

RieSenie: Nech 57, Ss a S3 su stredy kruznic (od najvicsej po najmensiu) a body A, B, C st postupne ich
dotykové body k spolo¢nej dotyénici. Dalej nech S je prieseénik priamok S1S5 a AB, ako je to na nasledujicom
obrazku vlavo. Prvym krokom bude vypocitat velkost tisecky AB. Trojuholniky SAS; a SBS; maji zhodné
uhly, a preto sit podobné. Z ich podobnosti vieme dostat, ze

|SS1] 16 +9+|SSy| 16 [ASy]

|SSa| |S5Sa| 9 |BSy|
7 prostrednych dvoch vyrazov dostaneme

9- (16 + 9 + [SS,|) = 16]SS,|
7155 =9 - 25,

a teda |SSs| = (25-9)/7. Dalej vieme, Ze trojuholnik SBS, je pravouhly a z Pytagorovej vety dostaneme

2 <24
5Bl = VISSE—[BEF = | 25 (252 - 73 = 2,

Opét vyuzijeme podobnost trojuholnikov SAS; a SBSs na vyjadrenie pomeru velkosti stran

|SA| _ |[AB|+|SB| _ |AB|+(9-24)/7 16 _ |AS]

|ISB| |SB| (9-24)/7 9  |BS,y|

Z tretieho a stvrtého vyrazu po prendsobeni menovatelmi dostaneme

7TIAB|+9-24=124-16
7IAB| =724,

z &oho dostaneme |AB| = 24.

Sy

\[J

A C B S A B

V dalsom kroku si skisime vyjadrit velkost tisecky AB inym spdsobom. Oznacme si polomer najmensej kruznice
pismenom r a zostrojme rovnobezku s AB cez bod Ss, ako je to zndzornené na obrizku vpravo. Oznac¢me
prieseéniky rovnobezky s tseckami AS; a BS, postupne A’ a B'. Usetky AB a A’B’ maji rovnaki velkost.
Trojuholnik A’S3S] je pravouhly s preponou S1.53 velkosti 1647 a odvesnou A’S7 velkosti 16—r. Preto pouzitim
Pytagorovej vety dostaneme, ze |A’S3| = 8y/r. Rovnakym sposobom z trojuholniku B’S3Ss dostaneme, ze
|B’S3] = 64/7. Vieme uz, ze velkost A’B’ je 24, a preto dostdvame

24 = |A'B'| = |A'S;| + | B'S5| = 81 + 61 = 14+/T,
a teda r = (12/7)? = 144/49.
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Uloha 3.12: Nech korene polynému P(x) = 23 + 322 + 4r — 11 s redlne &isla a, b, ¢ a korene polynému
224+ ra? +sx+tsia+b, b+c, c+a Nijdite hodnotu t.
Vysledok: 23
Riesenie: Jednou zo zdkladnych vlastnostni polynémov je rozklad na korenové ¢initele. Kazdy polyném n-tého
stupna Q(z) je mozné zapisat ako: Q(z) = ( —q1)(z —q2) ... (x —¢n), kde g1, ..., g, st korene polynému Q(x).
Ked uplatnime rozklad na dva polynémy zo zadania tak mame:

23 4+ 327 + 42 — 11 = (z — a)(z — b)(x — ¢)

B rrattsr+t=(x—a—-0b)(xr—b—c)(x—c—a),

Roznasobenim oboch pravych stran méame:
(x —a)(z —b)(x —c) =2+ (—a—b—c)x? + (ab+ bc + ca)x — abe,

(x—a—b)(x—b—c)(z—c—a) =12+ (—2a — 20— 2¢)2* + (3ab + 3bc + 3ca + a* + b* + )z —
—(a+b)(b+c)(c+a).

Porovnanim koeficientov pri jednotlivych ¢lenoch s mocninami = rozndsobenej pravej strany s polynémom P(x)
zo zadania dostavame:
322 =(—a—b—c)2? = 3=-a-b-c
dx = (ab+bc+ca)r = 4d=ab+bc+ca
—11=—abc = 11 =abc

Z tpravy druhého polynému tiez vidime, Ze t = —(a + b)(b + ¢)(c + a). Ostéva si uvedomit, Ze tento vyraz je
mozné upravit ako:

t=—(a+b)(b+c)(c+a)=abc— (a+b+c)(ab+bc+ca) =11 —(—3) -4 = 23.
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