Kosicky matboj, 29. 4. 2011, 1. dast

1.1. Najdite pocet rieSeni rovnice
2? —3|z| +2=0,

kde x je realne cislo.
Symbolom |z| oznacujeme absolttnu hodnotu ¢isla x, pre z > 0 je |x| = z, pre z < 0 je |z| = —=.

1.2. V stvorci ABC'D mame bod P taky, Ze jeho vzdialenost od strany C'D je 5 a taktieZ plati
|PA| = |PB| = 5. Urcte |AB|.

1.3. Aké najmensie prirodzené ¢islo sa da zapisat ako sucin p"q?r?, kde p, ¢, r st rdzne prvocisla?

1.4. Mame obdlznik ABCD so stranami |AB| = 2 a |BC| = 3. Bod E je na strane BC tak, Ze
|BE| = 1. Bod F je stred strany C'D. Urcte sucet velkosti uhlov DFA a CFE.

1.5. Alica mysli na jednu zo svojich 16 kniziek a Bob chce uhadnut, na ktort. NapiSe niekolko otazok
na papier, Alica mu k nim dopiSe odpovede (iba &4no/nie) a vrati mu papier. Najmenej kolko otazok
musi Bob napisat, aby mal vzdy istotu, Ze na zaklade odpovedi bude vediet urcit knihu, na ktort
Alica mysli?

1.6. Napiste vsetky usporiadané dvojice redlnych ¢isel z, y, ktoré vyhovuju sustave 22 — xy = —12,
2
y° —xy = 28.

1.7. Aké najmensie ¢islo mozeme dosadif za x, aby nerovnost a > 14 /a — x platila pre vsetky
nezaporné cisla a?

1.8. Niajdite pocet nezapornych celoc¢iselnych trojic z, y, z, ktoré si rieSeniami rovnice z+y-+2 = 12.

1.9. V rovine lezia 4 rozne body A, B, C' a D, pricom plati |AB| = |BC| = |AC| = |CD| = 10 a
|AD| = 17. Aké hodnoty moze nadobudat | ADB|?

1.10. Vypocitajte obsah kosostvorca ABC D, ak viete, ze polomery opisanych kruznic trojuholnikom
ABC a ABD su 12,5 a 25.

1.11. Trojuholnik XY Z mé dlzky strdn 3, 4, 5. Bod P je taky bod, pre ktory plati |[$XPY| =
QY PZ| = |4 ZPX]|. Ozna¢me vzdialenosti bodu P od bodov X, Y a Z ako k, ¢, m. Ur¢te hodnotu
k4 02 +m?.

PA Vv

1.12. V jednom rade stoji 2011 gul6¢ok. Kazda z nich mé ¢iernu alebo bielu farbu. Pre kazdua
gulocku zistime sudet poctu bielych gulocok nachadzajicich sa napravo od nej a poctu ¢iernych
guld¢ok nachadzajucich sa nalavo od nej. Dostaneme tak 2011 stctov. Medzi tymito stctami sa
prave jedno ¢islo vyskytuje neparny pocet raz. Zistite, aké hodnoty moze nadobudat toto ¢islo.
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2.1. Vcera, den pred MS v HOKEJI 2011 ITHF o 16 : 00, sa nabudeny fanusik pozrel na ¢asomieru,
ktora odpocitava cas do zaciatku MS. Ostavalo presne 23 : 52 : 35. Vsimol si, ze prvé tri cifry
st rovnaké ako posledné tri. Zamyslel sa a uvedomil si, Ze sa to do zaciatku MS eSte niekolkokrat
zopakuje. Kolkokrat?

2.2. Na klasickej sachovnici 8 x 8 na policku D5 mame upraveného kona, ktory sa sice pohybuje do
L-ka, ale prejde tri policka jednym a dve druhym smerom. Najmenej kolko tahov potrebuje, aby sa
dostal na susedné policko?

Poznamka: z policka D5 sa kon vie dostat na policka A3, A7, B2, B8, F2, F8, G3 a G7.

2.3. Find the smallest integer x greater than 2011 such that © = n(n +4)(n+ 8) for some integer n.

2.4. Marek a Janka hrali hru, v ktorej vzdy niekto vyhral (nemohla skon¢if remizou). Dohodli sa,
ze budu hrat o cukriky a porazeny si vzdy vezme y cukrikov a vifaz x cukrikov, pricom x > y > 1.
Po niekolkych koldch mala Janka 30 cukrikov a Marek, ktory vyhral len dve hry, 25 cukrikov. Kolko
cukrikov dostal vitaz po kazdom kole, ak obaja zacinali bez cukrikov?

2.5. Dva zhodné kruhy st vystrihnuté zo Stvorca so stranou dlzky 1. Aky je ich najvicsi mozny
polomer?

2.6. Trojuholniky OAB a OP(Q st podobné. Ak % =2a % = 3, Comu je potom rovné %?

2.7. V pravidelnom deviituholniku ABCDEFGHI sa uhlopriecky AD a BI pretinaji v bode J.
Urc¢te velkost uhla BJD.

2.8. N4jdite vsetky celé ¢isla z, pre ktoré st obe ¢isla (z — 3)? — 2 aj (z — 7)? + 1 prvocisla.

2.9. Najdite najmensie prirodzené ¢islo n také, ze kazdy zo zlomkov

7 8 9 31
n+9 n+10"n+11" " n+33

je v zékladnom tvare (neda sa skratit).

2.10. Robdo a Mazo hraju ping-pong. Hoci Mazo je o nieco lepsi a pravdepodobnost, Ze da bod, st
3/5, Robcovi sa podarilo drzaf s nim krok a momentalny stav tohto setu je 10 : 10. Teda vyhra ten
z nich, ktory od tohto okamihu bude viest o dva body. Ak4 je pravdepodobnost, Ze vyhrd Mazo?

2.11. Majme trojuholnik ABC taky, ze |AB| =8, |[SCAB| =30° a | ABC| = 45°. Zostrojme bod
D, ktorého vzdialenost od strany BC' bude 1 a od strany AC tiez 1. Ak4 je vzdialenost bodu D od
strany AB?

2.12. Urcte \/1 +1+ % + \/1 + i + é + -+ \/1 + % + m Vysledny vyraz zjednoduste.
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3.1. Zistite poslednu cifru ¢isla 99999 + 1 v desiatkovej ststave.

3.2. Najdite najmensie kladné celé ¢islo k také, ze 1000000 deli &!.
Symbolom k! oznacujeme stcin vSetkych kladnych celjch ¢isel mensich alebo rovnych k.

3.3. Na otazku, kto z kacerovcov je najvyssi, traja bratia odpovedali takto:

Hui: ,,Ja nie!*

Dui: ,Jal“

Lui: ,,Dui to nie je!*

Z troch surodencov kacerovcov vzdy dvaja klamu a treti hovori pravdu, nevieme vsak, ktory. Kto z
nich je najvyssi?

3.4. Obsahy troch zo Siestich stien kvadra st 5v/6, 2v/15 a 3v/10. Aky je objem tohto kvadra?

3.5. Do kruhu sa postavilo 13 chlapcov a 9 dievéat a chytili za ruky svojich susedov. Chlapec s
chlapcom sa drzali c-krat, dievca s dievéatom sa drzali d-krat. Aky moze byt rozdiel ¢ — d? Urcte
vsetky moznosti.

3.6. Obdlznik PQRS je vpisany do trojuholnika ABC' tak, ze RS lezi na strane BC a dlzka PS je
tretina vysky na stranu BC. Urc¢te Spgrs : Sapc-

3.7. Uvazujme Stvorsten, ktorého pét hran mé velkost 1. Akt velkost mé maf jeho Siesta hrana, aby
povrch tohto Stvorstena bol maximalny?

3.8. Dvaja matematici, Peter a Jan, hraju spolocensku hru. Pocita¢ vybera nejaké tajné kladné celé
¢islo n < 60 (obidvaja Peter i Jan vedia, Ze n < 60, ale nevedia presnti hodnotu n). Poéita¢ oznami
Petrovi ¢islicu na mieste jednotiek v ¢isle n a Janovi pocet kladnych delitelov ¢isla n. Potom Peter
a Jan viedli nasledovny rozhovor:

Peter: ,Neviem, kolko je n, ale viem, Ze ty to tiez nevies. AvSak viem, Ze n je delitelné minimdlne
dvomi réznymi prvocislami.

Jan: ,,Oh, potom ja viem, kolko je n.“

Peter: , Teraz uz tiez viem, kolko je n.“

Ak obaja hovoria pravdu, aké su vSetky mozné hodnoty ¢isla n?

3.9. Pocet kladnych delitelov ¢isla 55n° je 55 (vratane 1 a seba samého). Kolko kladnjch delitelov
m4 ¢&islo 7n’?

3.10. N4jdite najmensie prirodzené ¢islo n tak, aby platilo nasledujice tvrdenie: ak v rovine fubo-
volne rozmiestnime n bodov a Ziadne tri z danych n bodov nelezia na priamke, tak existuje konvexny
stvoruholnik, ktory mé vrcholy v 4 z danych n bodov.

3.11. Kolko existuje trojic prirodzenych ¢isel z, y, z, pre ktoré plati, ze x <y < z a ﬁ—i—é—i—i = %?
3.12. Nech a9 =6, a; =7, ag = 47 a pre n > 0 plati:
ap43 = 4an+2 — Qpy1 — 6an-

Vypocitajte 2011 —ty ¢len tejto postupnosti.
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Skola................ Druzstvo................ Cislo druZstva...........

Za spravnu odpoved st 2 body, za nespravnu -1 bod, za neodpovedanie 0 bodov.

Priklady........... Opravoval ...........................
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